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We describe congruences of the semigroup ION of all order-preserving partial bijections on
the set N with the natural order. In particular, we prove that this semigroup contains only one
non-Rees congruence.
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Описаны конгруэнции единственного (с точностью до изоморфизма) H-сечения ION
инверсно-симметрической полугруппы ISN. В частности, доказано, что данная полугруп-
па содержит всего одну конгруэнцию, которая не является конгруэнцией Риса.

1. Вступ. Нехай N — множина натуральних чисел разом з природнiм лiнiйним поряд-
ком. Напiвгрупа ION всiх частково визначених iн’єкцiй a : N→ N, що зберiгають приро-
днiй порядок на N (тобто для всiх x < y з областi визначення a маємо, що a(x) < a(y)), є
цiкавим об’єктом дослiдження, оскiльки вона є перетином iнверсно-симетричної напiв-
групи ISN та напiвгрупи усiх монотонних перетворень множини N. Вивченню iнверсно-
симетричної напiвгрупи ISX присвячено не один десяток робiт, оскiльки вона вже давно
займає одне з центральних мiсць у теорiї напiвгруп. Напiвгрупи монотонних перетво-
рень також дослiджувались рiзними авторами (див. [1], [3]–[5]).

У роботi [6] доведено, що ION мiстить рiвно по одному елементу з кожного H-класу
симетричної iнверсної напiвгрупи ISN всiх частково визначених iн’єктивних перетво-
рень множини N. Iншими словами, ION є H-зрiзом ISN. Також у цiй роботi показано,
що всiH-зрiзи ISN можуть бути отриманi з ION за допомогою спряження, тобто мають
вигляд π−1IONπ для деякої перестановки π симетричної групи SN, а тому є iзоморфни-
ми мiж собою.

Ця робота присвячена вивченню конгруенцiй напiвгрупи ION. Зокрема, показано,
що дана напiвгрупа мiстить лише одну конгруенцiю, що не є конгруенцiєю Рiса.

2. Теоретичнi вiдомостi. Ми будемо дотримуватись стандартних позначень (див. [2]).
Для кожної часткової iн’єкцiї a : N → N напiвгрупи ION символами dom(a) та im(a)
будемо позначати область визначення i образ перетворення a вiдповiдно. Кардинал
rank(a) = | dom(a)| = | im(a)| називається рангом перетворення a. Очевидно, для довiль-
них перетворень a та b напiвгрупи ION виконується нерiвнiсть rank(ab) ≤ min(rank(a),
rank(b)). Для кожної пари рiвнопотужних пiдмножин A та B множини N iснує таке
єдине перетворення a ∈ ION, що dom(a) = A та im(a) = B, яке надалi позначатимемо
символом πA,B. Напiвгрупа ION є iнверсною, та π−1A,B = πB,A. До того ж ION мiстить
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одиницю, що збiгається з тотожним перетворенням idN, та нуль, що збiгається з нiде не
визначеним перетворенням.

Множина всiх двостороннiх iдеалiв напiвгрупи ION утворює ланцюг

0 = I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ ... ⊂ Ik−1 ⊂ Ik ⊂ Ik+1 ⊂ ... ⊂ IF ⊂ ION,

де Ik = {a ∈ ION : rank(a) ≤ k}, IF = {a ∈ ION : rank(a) <∞}.

3. Основний результат. Напiвгрупа ION, очевидно, мiстить конгруенцiї Рiса ρIk , k ∈
N, ρIF i ρION .

Далi для кожної пари перетворень a, b напiвгрупи ION позначимо символом
Pa,b:={n ∈ dom(a) ∩ dom(b) : a(n) = b(n)} та визначимо наступнi перетворення

a ∩ b:=a|Pa,b
= b|Pa,b

, a \ (a ∩ b):=a|dom(a)\Pa,b
, b \ (a ∩ b):=b|dom(b)\Pa,b

.

Для довiльної трiйки елементiв a, b, c з ION маємо

Pa,b∩ c = {n ∈ dom(a) ∩ dom(b ∩ c) : a(n) = (b ∩ c)(n)} =
= {n ∈ dom(a) ∩ dom(b) ∩ dom(c) : a(n) = b(n) = c(n)} =
= {n ∈ dom(a ∩ b) ∩ dom(c) : (a ∩ b)(n) = c(n)} = Pa∩ b,c.

Тому a ∩ (b ∩ c) = (b ∩ c)|Pa,b∩ c
= (b ∩ c)|Pa∩ b,c

= (c|Pb,c
)|Pa∩ b,c

= c|Pa∩ b,c
= (a ∩ b) ∩ c, бо

Pa∩ b,c ⊆ Pb,c. Отже, замiсть виразiв a ∩ (b ∩ c) та (a ∩ b) ∩ c будемо писати a ∩ b ∩ c.
Розглянемо перетворення ac \ (ac ∩ bc) та (a \ (a ∩ b))c. Тодi

dom(ac \ (ac ∩ bc)) = dom(ac) \ Pac,bc =
={n∈dom(a) : a(n) ∈ dom(c)} \ {n∈dom(ac) ∩ dom(bc) : (ac)(n)=(bc)(n)}=
={n∈dom(a) : a(n)∈dom(c)}\{n∈dom(a)∩dom(b): a(n)=b(n)∈dom(c)}=

= {n ∈ dom(a) : a(n) 6= b(n), a(n) ∈ dom(c)} =
= {n ∈ dom(a \ (a ∩ b)) : a(n) ∈ dom(c)} = dom((a \ (a ∩ b))c),

причому для довiльного елемента n з множини dom(ac \ (ac∩ bc)) маємо, що (ac \ (ac∩
bc))(n) = (ac)(n) = ((a \ (a ∩ b))c)(n). Тому перетворення ac \ (ac ∩ bc) та (a \ (a ∩ b))c
рiвнi.

Означення 1. Кажуть, що два перетворення a та b напiвгрупи ION мають рiзницю
рангу ξ, якщо max(rank(a \ (a ∩ b)), rank(b \ (a ∩ b))) = ξ.

Якщо обидва перетворення мають скiнченнi ранги, то вони, очевидно, мають рiзни-
цю скiнченного рангу. Якщо одне перетворення має скiнченний ранг, а iнше — нескiн-
ченний, то їх рiзниця буде нескiнченного рангу. Два перетворення нескiнченного рангу
можуть мати рiзницю як скiнченного, так i нескiнченного рангу. Наприклад, перетво-
рення idN та idN\{1} мають рiзницю рангу 1, а перетворення idN та id2N — рiзницю
нескiнченного рангу.

Означення 2. Символом ρ̃ позначимо бiнарне вiдношення на напiвгруппi ION, визна-
чене за правилом aρ̃ b тодi i тiльки тодi, коли a i b мають рiзницю скiнченного рангу.

Твердження 1. Вiдношення ρ̃ є конгруенцiєю.
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Доведення. Вiдношення ρ̃, очевидно, є симетричним i рефлексивним. Покажемо транзи-
тивнiсть. Нехай a, b, c — такi елементи напiвгрупи ION, що aρ̃ b та bρ̃c, тобто елементи
a i b та b i c мають рiзницi скiнченних рангiв вiдповiдно. Це означає, що множини
dom(a \ (a∩ b)), dom(b \ (a∩ b)), dom(c \ (c∩ b)) та dom(b \ (c∩ b)) скiнченнi. Розглянемо
перетворення a∩b∩c. З включень dom(a\ (a∩ (b∩c))) ⊂ dom(a\ (a∩b))∪dom(b\ (c∩b))
та dom(c \ ((a ∩ b) ∩ c)) ⊂ dom(c \ (c ∩ b)) ∪ dom(b \ (a ∩ b)) випливає, що множини
dom(a \ (a ∩ (b ∩ c))) та dom(c \ ((a ∩ b) ∩ c)) скiнченнi. Тому

rank(a \ (a ∩ c)) = | dom(a \ (a ∩ c))| = | dom(a) \ Pa,c| ≤ | dom(a) \ Pa,b∩ c| =
= | dom(a \ (a ∩ (b ∩ c)))| <∞.

Аналогiчно c \ (a∩ c) має скiнченний ранг. Отже, за означенням 1, перетворення a та c
мають рiзницю скiнченного рангу, тобто aρ̃c. Таким чином, ρ̃ — вiдношення еквiвалент-
ностi. Для кожної пари перетворень a, b з ION з того, що aρ̃ b, випливає, що перетворен-
ня a та b мають рiзницю скiнченного рангу, тобто перетворення a \ (a ∩ b) та b \ (a ∩ b)
мають скiнченнi ранги. Тодi для довiльного елемента c напiвгрупи ION перетворення
ac \ (ac∩ bc) = (a \ (a∩ b))c та bc \ (ac∩ bc) = (b \ (a∩ b))c також мають скiнченнi ранги.
Звiдки ac та bc мають рiзницю скiнченного рангу, тобто (ac)ρ̃(bc). Аналогiчно (ca)ρ̃(cb).
Отже, ρ̃ — конгруенцiя.

Твердження 2. Конгруенцiя ρ̃ не є конгруенцiєю Рiса.

Доведення. Припустимо протилежне. Розглянемо перетворення a:= idN, b:= idN\{1} та
c:= id{1}. Тодi елементи a та b мають рiзницю рангу 1, тобто aρ̃ b. Оскiльки rank(a) =
rank(b) =∞ i a 6= b, то з того, що ρ̃ є конгруенцiєю Рiса, випливає, що Iρ̃ = ION, тобто ρ̃ є
повним вiдношенням еквiвалентностi, тому aρ̃c. А це суперечить тому, що перетворення
a та c мають рiзницю нескiнченного рангу. Отримана суперечнiсть доводить тверджен-
ня.

Неважко бачити, що конгруенцiя ρ̃ має нескiнченну кiлькiсть класiв еквiвалентностi,
бо, наприклад, перетворення id2kN, k ∈ N не є попарно еквiвалентними.

Для того, щоб показати, що всi конгруенцiї на напiвгрупi ION вичерпуються наведе-
ними конгруенцiями Рiса ρIk , k ∈ N, ρIF та ρION i конгруенцiєю ρ̃, сформулюємо та
доведемо наступнi твердження.

Твердження 3. Нехай ρ— конгруенцiя на напiвгрупi ION. Якщо перетворення a з ION
ранга ξ конгруентне за вiдношенням ρ деякому перетворенню b з ION меншого ранга
η, то всi перетворення ранга не бiльшого за ξ еквiвалентнi мiж собою, тобто Iξ ⊆ Iρ.

Доведення. Розглянемо два випадки.
Нехай ξ = ∞. Тодi η скiнченний, а множина A = dom(a) \ dom(b) нескiнченна. З

того, що ρ конгруенцiя, випливає, що (idA ·a)ρ(idA ·b). Тобто (idA ·a)ρ0, бо idA ·b = 0.
Звiдки Iρ ⊇ J(idA ·a) = ION = Iξ, бо ранг перетворення idA ·a нескiнченний.

Нехай ξ скiнченне. Оскiльки η < ξ, то iснує такий елемент m ∈ N, що m ∈ dom(a) \
dom(b). З того, що aρb випливає, що (id{m} ·a)ρ(id{m} ·b), але id{m} ·b = 0, тому id{m} ·a ∈
Iρ. Звiдки I1 = J(idm ·a) ⊆ Iρ. Нехай всi перетворення, ранг яких не перевищує деяке
натуральне число k < ξ, належать Iρ. Покажемо, що це ж справедливо для елементiв
рангу k + 1. Розглянемо таку пiдмножину A ⊆ dom(a), що |A| = k + 1 i m ∈ A. Це
завжди можна зробити внаслiдок того, що k + 1 ≤ ξ. З того, що aρb випливає, що
(idA ·a)ρ(idA ·b). Звiдки idA ·a ∈ Iρ, бо rank(idA ·b) ≤ k. Тому Ik+1 = J(idA ·a) ⊆ Iρ. Поєд-
нуючи попереднi мiркування, отримаємо, що Iξ ⊆ Iρ.
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Наслiдок 1. Якщо два перетворення напiвгрупи ION еквiвалентнi за конгруенцiєю ρ,
але не еквiвалентнi нулю, то їх ранги рiвнi.

Наслiдок 2. Якщо перетворення a напiвгрупи ION, що має скiнченний ранг, еквiва-
лентне за конгруенцiєю ρ деякому перетворенню b з ION, але не еквiвалентне нулю, то
a = b.

Доведення. Нехай rank(a) = k для деякого натурального числа k. За наслiдком 1
rank(b) = k. Якщо dom(a) 6= dom(b), то з того, що ρ — конгруенцiя, випливає, що
(iddom(a) ·a)ρ(iddom(a) ·b), тобто a конгруентне елементу меншого ранга. Тодi за тверджен-
ням 3 маємо aρ0, що суперечить умовi. Отже, dom(a) = dom(b). Аналогiчно доводимо,
що im(a) = im(b). Звiдки маємо, що a = b.

Лема 1. Нехай перетворення a напiвгрупи ION має нескiнченний ранг i не лишає на
мiсцi жодного елемента, тобто для довiльного n ∈ dom(a) : a(n) 6= n. Тодi iснує така
нескiнченна пiдмножина A ⊂ dom(a), що a(A) ∩ A = ∅.

Доведення. Оскiльки множина dom(a) злiчена, то множина dom(a)2 також злiчена, та
iснує взаємно однозначне вiдображення ϕ : dom(a)2 → dom(a). Розглянемо вiдображен-
ня ϕ̃ : dom(a)→ 2dom(a), де 2dom(a) — множина пiдмножин dom(a), визначене за правилом
ϕ̃(n) = ϕ({n} × dom(a)) для кожного n ∈ dom(a). Оскiльки ϕ бiєкцiя, то всi множини
ϕ̃(n) є злiченими, попарно не перетинаються, тобто ϕ̃(n) ∩ ϕ̃(m) = ∅, коли n 6= m, та
в об’єднаннi дають усю множину dom(a). Якщо iснує таке n ∈ dom(a), що a(ϕ̃(n)) ∩
ϕ̃(n) = ∅, то лему доведено. В iншому разi для довiльного n ∈ dom(a) маємо, що
a(ϕ̃(n)) ∩ ϕ̃(n) 6= ∅. Нехай xn ∈ a(ϕ̃(n)) ∩ ϕ̃(n) для кожного n ∈ dom(a). Розглянемо
такi yn ∈ ϕ̃(n), що a(yn) = xn. Тодi внаслiдок диз’юнктностi множин ϕ̃(n), n ∈ dom(a)
множина A := {yn : n ∈ dom(a)} є злiченою пiдмножиною множини dom(a). За умовою
a(yn) 6= yn для всiх n ∈ dom(a). Також a(yn) 6= ym при n 6= m, бо a(yn) = xn ∈ ϕ̃(n), ym ∈
ϕ̃(m) за побудовою. Отже, a(A) ∩ A = ∅.

Твердження 4. Якщо два еквiвалентних за конгруенцiєю ρ перетворення напiвгрупи
ION мають рiзницю нескiнченного рангу, то ρ є повною конгруенцiєю, тобто всi перетво-
рення еквiвалентнi мiж собою.

Доведення. Для довiльної пари еквiвалентних за конгруенцiєю ρ елементiв a, b з ION з
того, що вони мають рiзницю нескiнченного рангу випливає, що або одне з перетворень
має скiнченний ранг, а iнше — нескiнченний, або обидва перетворення мають нескiнчен-
ний ранг. Якщо ранг хоча б одного з елементiв a чи b скiнченний, то це твердження
випливає з твердження 3. Нехай rank(a) = rank(b) =∞. Покладемо c = a ∩ b, d = a \ c,
e = b\c. Оскiльки перетворення a i b мають рiзницю нескiнченного рангу, то хоча б одне
з перетворень d або e має нескiнченний ранг. Не порушуючи загальностi, вважатимемо,
що rank(d) =∞. Домноживши aρb злiва на iddom(d), а справа — на d−1, отримаємо

(iddom(d) ·a · d−1)ρ(iddom(d) ·b · d−1).

Звiдки (iddom(d))ρ(iddom(d) ·e · d−1), оскiльки

id |dom(d) · b = b|dom(d) = b|dom(a)\Pa,b
= b|(dom(a)\Pa,b)∩dom(b) = b|(dom(a)∩dom(b))\Pa,b

=

= b|dom(a)\Pa,b
= e|dom(a)\Pa,b

= e|dom(d) = id |dom(d) · e.
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Позначимо f := iddom(d) ·e ·d−1. Якщо f має скiнченний ранг, то наше твердження випли-
ває з твердження 3, бо перетворення iddom(d) має нескiнченний ранг. Нехай rank(f) =
∞. Тодi перетворення f задовольняє умовам леми 1, бо d ∩ e = 0. Тому iснує така
нескiнченна пiдмножина A ⊂ dom(f), що f(A)∩A = ∅, або, що те саме, idA ·f · idA = 0.
Оскiльки dom(f) ⊂ dom(d), то A ⊂ dom(d). Домноживши iddom(d) ρf злiва i справа на
idA, отримаємо idA ρ0. Позаяк ранг перетворення idA нескiнченний, то за твердженням 3
маємо, що ρ — повна конгруенцiя.

Лема 2. Якщо для конгруенцiї ρ на напiвгрупi ION iснують такi нескiнченна множина
A ⊂ N та елемент m з доповнення N \ A, для яких виконується

idA∪{m} ρ idA, (1)

то для довiльних диз’юнктних нескiнченної та скiнченної пiдмножин B i C множини
натуральних чисел вiдповiдно виконується

idB∪C ρ idB . (2)

Доведення. Спочатку доведемо лему для таких множин B i C, що max
n∈C

n < max
m∈B

m.

Розглянемо множину A′:={n ∈ A : n > m}, яка, очевидно, є нескiнченною. Домноживши
(1) на idA′∪{m}, отримаємо

id
A′∪{m}

ρ idA′ . (3)

Скористаємось методом математичної iндукцiї за кiлькiстю елементiв у множинi C.
Якщо |C| = 1 i C = {k}, то k є мiнiмальним елементом множини B ∪ C. Тому для

перетворення πB∪C,A′∪{m} маємо, що πB∪C,A′∪{m}(k) = m. Домноживши (3) на πB∪C,A′∪{m}
злiва i на π−1B∪C,A′∪{m} справа, отримаємо (2).

Припустимо, що твердження вiрне, коли |C| ≤ n − 1. Нехай |C| = n. Розглянемо
множину C1:=C \ {k}, де k — максимальний елемент множини C. Оскiльки |C1| =
n−1, то за припущенням iндукцiї маємо, що id(B∪{k})∪C1 ρ idB∪{k} та idB∪{k} ρ idB. Звiдки
idB∪C ρ idB, бо B ∪ C = B ∪ {k} ∪ C1.

Тепер нехай C — довiльна диз’юнкта з B скiнченна множина. Подамо множину
B у виглядi диз’юнктного об’єднання множин B′ = {n ∈ B : n < k} та B′′ = {n ∈
B : n > k}, де k — максимальний елемент множини C. За попереднiм випадком маємо
idB′∪C∪B′′ ρ idB′′ та idB′∪B′′ ρ idB′′ , тому idB∪C ρ idB.

Твердження 5. Якщо iснують два рiзних перетворення нескiнченного рангу a та b
напiвгрупи ION, що мають рiзницю скiнченного рангу i конгруентнi за вiдношенням ρ,
то довiльнi два перетворення напiвгрупи ION, якi мають рiзницю скiнченного рангу,
також конгруентнi за вiдношенням ρ.

Доведення. Покладемо c = a ∩ b, d = a \ c, e = b \ c. Тодi ранги елементiв а d та e —
скiнченнi, а тому c має нескiнченний ранг. З того, що a 6= b, випливає, що хоча б одне з
перетворень d та e не рiвне нулю. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що d 6= 0.
Розглянемо деякий елемент m з множини dom(d). Домноживши aρb злiва на iddom(c)∪{m}
i справа на a−1 · iddom(c)∪{m}, отримаємо iddom(c)∪{m} ρ iddom(c), бо b(m) 6= a(m), тобто для
конгруенцiї ρ виконується умова леми 2.

Нехай πA,B — довiльне перетворення скiнченого рангу. Внаслiдок леми 2 маємо, що

id(N\A)∪A ρ idN\A . (4)
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Домноживши (4) на πA,B справа, отримаємо πA,Bρ0. Тому всi перетворення скiнченного
рангу еквiвалентi нулю, а отже, еквiвалентнi мiж собою.

Далi нехай f, g — два перетворення напiвгрупи ION нескiнченного рангу, якi мають
рiзницю скiнченного рангу. Покладемо h = f ∩ g, s = f \ h, t = g \ h. Тодi перетворення
s i t мають скiнченнi ранги, а ранг h — нескiнченний. За лемою 2 маємо

iddom(h)∪dom(s) ρ iddom(h) . (5)

Домноживши (5) справа на f , отримаємо fρh, оскiльки dom(f) = dom(h) ∪ dom(s).
Аналогiчно gρh. Таким чином, fρg.

Теорема. Напiвгрупа ION мiстить єдину вiдмiнну вiд конгруенцiй Рiса конгруенцiю ρ̃.

Доведення. Нехай ρ— деяка конгруенцiя на напiвгрупi ION, яка не є конгруенцiєю Рiса.
Тодi iснують не рiвнi мiж собою перетворення a, b з ION, еквiвалентнi за конгруенцiєю
ρ, але не еквiвалентнi нулю. Якби перетворення a мало скiнченний ранг, то з наслiдка 2
отримали б a = b, але a i b не рiвнi мiж собою, тому rank(a) =∞. Аналогiчно rank(b) =
∞. Оскiльки ρ не є повною конгруенцiєю, то для довiльних елементiв c i d напiвгрупи
ION з того, що cρd, за твердженням 4 випливає, що c i d мають рiзницю скiнченного
рангу, тобто cρ̃d. Звiдки ρ ⊆ ρ̃.

Зокрема, перетворення a i b мають рiзницю скiнченного рангу, i внаслiдок тверджен-
ня 5 для довiльних елементiв c i d напiвгрупи ION, якi мають рiзницю скiнченного
рангу, тобто cρ̃d, маємо, що cρd. Звiдки ρ̃ ⊆ ρ. Отже, ρ = ρ̃.
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