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We study the approximation properties of the de la Vellée Poussin sums for the classes of
analytic in the disk D and continuous in D functions in order to compare the effectiveness of
approximation by these sums of functions with that of partial sums of Taylor–Maclorin series
and of algebraic polynomials of best approximation in the uniform metric.

В. В. Савчук, М. В. Савчук, С. О. Чайченко. Приближение аналитических функций
суммами Валле Пуссена // Мат. Студiї. – 2010. – Т.34, №2. – C.207–219.

Исследуются суммы Валле Пуссена на классах аналитических в круге D и непрерыв-
ных в D функций на предмет того, какими апроксимацонными возможностями они вла-
деют в сравнении с частными суммами рядов Тейлора–Маклорена и многочленами наилу-
чшего приближения в равномерной метрике.

1. Нехай D = {z ∈ C : |z| < 1}, T = {z : |z| = 1}, f — функцiя аналiтична в крузi D i

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk (1)

— її розвинення в ряд Тейлора–Маклорена.
Сумою Валле Пуссена функцiї f називається алгебраїчний многочлен вигляду

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f)(z),

де p, n ∈ N, p ≤ n i Sk(f)(z):=
∑k

l=0(f
(l)(0)/l!)zl — частинна сума порядку k ряду (1).

У данiй роботi дослiджуються наближення аналiтичних в D функцiй f сумами
Vn,p(f).

Вихiдною точкою цих дослiджень стало таке твердження.

Теорема 1. Нехай K∞ — клас аналiтичних в D функцiй f , якi зображаються iнтеграла-
ми типу Кошi

f(z) =
1

2πi

∫
T

φ(w)

1− wz

dw

w
, z ∈ D, (2)

зi щiльностями φ, для яких ess sup
w∈T

|φ(w)| ≤ 1.
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Тодi для будь-яких p, n ∈ N, p ≤ n, i z ∈ D виконується рiвнiсть

Rn,p(K∞; z):= sup
f∈K∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
2

πp
|z|n−p+11− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p), (3)

де

K(ρ):=

∫ π/2

0

dt√
1− ρ2 sin2 t

=
1

4

∫ 2π

0

dt

|1− ρeit|
— повний елiптичний iнтеграл першого роду.

Зокрема, якщо p = 1, то Vn,1(f) = Sn−1(f) i

sup
f∈K∞

max
|z|=ρ

|f(z)− Sn−1(f)(z)| =
2

π
K(ρ)ρn ∀z ∈ D, n ∈ N.

З другого боку, функцiя f∗(z) = zn належить класовi K∞ i для неї, як добре вiдомо,

inf
ak∈C

max
ζ : |ζ|=ρ

∣∣∣f∗(ζ)− n−1∑
k=0

akζ
k
∣∣∣= ρn ∀ρ ∈ [0, 1). (4)

Таким чином, суми Валле Пуссена тiльки при кожному фiксованому значеннi пара-
метра p здiйснюють наближення класу K∞ в крузi D зi швидкiстю, яка за порядком
збiгається зi швидкiстю найкращого наближення алгебраїчними многочленами, зокрема
частинними сумами рядiв Тейлора–Маклоренна.

Теорема 1 достатньо повно описує наближення, здiйснюванi сумами Валле Пуссена
всерединi круга D. Однак рiвнiсть (3) нiчого не говорить про наближення в замкненому
крузi D функцiй, якi є аналiтичнимим в D i неперервними в D. З огляду на це, нашою
подальшою метою є дослiдити суми Валле Пуссена на iнших класах аналiтичних в D
i неперервних в D функцiй на предмет того, якими апроксимацiйними можливостями
вони володiють в замкненому крузi D в порiвняннi з частинними сумами рядiв Тейлора–
Маклорена i многочленами найкращого наближення.

На завершення коментарiв до теореми 1 та мотивацiї наших дослiджень наведемо
ще один цiкавий факт.

З основного результату роботи [1] випливає таке твердження.
Нехай P∞ — множина дiйснозначних гармонiчних функцiй в крузi D, якi зобража-

ються iнтегралами Пуассона

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

1− |z|2

|1− wz|2
dw

w
,

де φ — дiйснозначна функцiя, для якої ess sup
w∈T

|φ(w)| ≤ 1 i нехай

Vn,p(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

(
k∑

l=−k

φ̂(l)el(z)

)

— сума Валле Пуссена функцiї f , де el(z):=|z||l|eil arg z i

φ̂(l):=
1

2π

∫ 2π

0

φ(eit)e−iltdt
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— коефiцiєнти Фур’є функцiї φ.
Тодi при (n− p) → ∞ виконується асимптотична рiвнiсть

Rn,p(P∞; z):= sup
f∈P∞

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =

=
|z|n−p+1

p

(
8

π2p

1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p) +O(1)

|z|
(1− |z|)3(n− p+ 1)

)
∀z ∈ D,

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, p i z.
Зiставляючи останнє спiввiдношення з рiвнiстю (3), отримаємо, що

lim
(n−p)→∞

Rn,p(P∞; z)

Rn,p(K∞; z)
=

4

π
∀z ∈ D.

Порiвнюючи результат, наведений нижче (теорема 2), з його вiдомим аналогами в
дiйсному випадку (див. [2, гл. 3]), бачимо, що останнє спiввiдношення є невипадковим.

2. Нехай C(T), L∞(T) i L(T) — простори функцiй φ, вiдповiдно, неперервних, iстотно
обмежених та сумовних на T, з нормами

∥φ∥C(T) = max
z∈T

|φ(z)|, ∥φ∥L∞(T) = ess sup
z∈T

|φ(z)|, ∥φ∥L(T) =
1

2π

∫
T
|φ(z)| |dz|.

Якщо X(T) — один з просторiв C(T), L(T), або L∞(T), то

X(T)+:=
{
f ∈ X(T) : f̂(−k) = 0, k = 1, 2, . . .

}
.

Принагiдно зауважимо, що згiдно з теоремою Голубєва–Привалова [3, с. 202] кожен
з просторiв X(T)+ являє собою простiр граничних значень аналiтичних в D функцiй
f , якi зображуються iнтегралами Кошi. Тому коефiцiєнти Тейлора–Маклорена таких
функцiй f збiгаються з коефiцiєнтами Фур’є їх граничних значень на T, тобто

f (k)(0)

k!
= f̂(k), k ∈ Z+:=N ∪ {0}.

Нехай ψ:={ψ(k)}∞k=0 (ψ(0) = 1) — задана послiдовнiсть комплексних чисел i Hψ
∞ —

клас аналiтичних в D функцiй f , якi можна зобразити у виглядi iнтеграла

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

(
∞∑
k=0

ψ(k)(wz)k

)
dw

w
, z ∈ D, (5)

у якому φ — деяка функцiя з L∞(T)+ така, що ∥φ∥L∞(T) ≤ 1.
Зокрема, якщо ψ(k) = 1, k ∈ Z+, то Hψ

∞ — це клас H∞, який складається з аналi-
тичних в D функцiй f , для яких ∥f∥H∞ := supz∈D |f(z)| ≤ 1.

Справдi, внаслiдок рiвностi∫
T
φ(w)wkdw = 0 ∀ k ∈ Z+ (6)

маємо, що

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

(
1

1− wz
+

wz

1− wz

)
dw

w
=

1

2πi

∫
T
φ(w)

1− |z|2

|1− wz|2
dw

w
, z ∈ D.
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Тому

|f(z)| ≤ 1

2π

∫
T
|φ(w)| 1− |z|2

|1− wz|2
|dw| ≤ 1

2π

∫
T

1− |z|2

|1− wz|2
|dw| = 1 ∀z ∈ D.

Твердження 1. Якщо послiдовнiсть комплексних чисел ψ = {ψ(k)}∞k=0, ψ(0) = 1, є
такою, що тригонометричний ряд

1

2
+

∞∑
k=1

ψ(k) cos kt (7)

є рядом Фур’є деякої сумовної 2π–перiодичної функцiї Ψ, то клас Hψ
∞ складається з

аналiтичних в D i неперервних в D функцiй f , граничнi значення яких на колi T зобра-
жаються у виглядi згортки

f(eit) =
1

π

∫ 2π

0

φ(eiθ)Ψ(t− θ)dθ, (8)

де φ — деяка функцiя з L∞(T)+ i ∥φ∥L∞(T) ≤ 1.

Справдi, внаслiдок умови (6) i теореми Фубiнi iнтеграл (5) можна записати у виглядi

f(z) =
1

2πi

∫
T
φ(w)

(
1 +

∞∑
k=1

ψ(k)(wz)k +
∞∑
k=1

ψ(k)(wz)k
)dw
w

=

=
1

π

∫ 2π

0

φ(eiθ)
(1
2
+

∞∑
k=1

ψ(k)ρk cos k(t− θ)
)
dθ =

1

π

∫ 2π

0

F (τ)
(1
2
+

∞∑
k=1

ρk cos k(t− τ)
)
dτ =

=
1

2π

∫ 2π

0

F (τ)
1− ρ2

1− 2ρ cos(t− τ) + ρ2
dτ, (9)

де z = ρeit i

F (τ):=
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)Ψ(τ − θ)dθ.

Згiдно з вiдомим твердженням (див., наприклад, [4, с.138]) функцiя F є неперерв-
ною на дiйснiй осi 2π–перiодичною функцiєю. Тому iнтеграл (9) є iнтегралом Пуассона
неперервної функцiй, а за теоремою Фату (див., наприклад, [5, с. 154]) вiн має границю
F (t), коли точка z = ρeiθ прямує до eit в крузi D будь-яким шляхом. Отже, функцiя f
неперервно продовжується в замкнений круг D i до того ж f(eit):= limz→eit f(z) = F (t),
тобто виконується (8).

Нагадаємо тепер означення класiв Cψ(T)+.
Якщо для даної послiдовностi комплексних чисел ψ = {ψ(k)}∞k=0, (ψ(0) = 1) i фун-

кцiї f ∈ L(T)+ ряд
∞∑
k=0

ψ(k)f̂(k)eikt

є рядом Фур’є деякої функцiї g ∈ L(T)+, то g називають ψ-iнтегралом функцiї f i позна-
чають J ψ(f) [6], [7, c. 261]. Множина ψ-iнтегралiв всiх функцiй f ∈ L(T)+ позначається
через Lψ(T)+. Якщо N — деяка пiдмножина L(T)+, то символом LψN(T)+ позначається
множина ψ-iнтегралiв всiх функцiй з N. Покладемо Cψ(T)+ = Lψ(T)+ ∩ C(T).
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Якщо для заданої функцiї F ∈ Lψ(T)+ вказано таку функцiю f ∈ L(T)+, що майже
скрiзь на T виконується рiвнiсть F (eit) = J ψf(eit), то функцiю f називають ψ-похiдною
функцiї F i позначають f = Fψ.

В данiй роботi послiдовнiсть ψ береться такою, що послiдовностi ψ1:={Reψ(k)}∞k=0

i ψ2:={Imψ(k)}∞k=1 є слiдами на N неперервних, додатних, опуклих i спадних до нуля
функцiй (множину всiх таких функцiй ψi згiдно з [4] позначатимемо через M). За таких
обмежень згiдно з вiдомим твердженням (див., наприклад, [5, с. 100]) дiйсна i уявна
частини ряду (7) будуть рядами Фур’є деяких невiд’ємних сумовних функцiй, а отже,
ψ задовольнятиме умови твердження 1.

Згiдно з твердженням 1 клас Cψ
∞(T)+ складається з функцiй, якi є звуженням на T

функцiй з класу Hψ
∞, тобто Cψ

∞(T)+ = Hψ
∞|T . Тому за принципом максимуму справджу-

ється рiвнiсть

sup
f∈Hψ

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| = sup
f∈Cψ∞(T)+

∥f − Vn,p(f)∥C(T) =: Rn,p(C
ψ
∞(T)+), (10)

де Cψ
∞(T)+:=

{
f ∈ Cψ(T)+ : ∥fψ∥L∞(T) ≤ 1

}
.

Таким чином, наша задача, яка полягає у знаходженнi верхнiх меж вiдхилень сум
Валле Пуссена на класi Hψ

∞, зводиться до знаходження величини Rn,p(C
ψ
∞(T)+) у правiй

частинi рiвностi (10).

3. Нашим дослiдженням передувала низка результатiв, для огляду яких доцiльно нага-
дати такi означення i факти.

Нехай r ≥ 0 i Hr
∞:={f : f − аналiтична в D, ∥f (r)∥H∞ ≤ 1}, де

f (r)(z):=
∞∑
k=0

Γ(k + r + 1)

Γ(k + 1)
f̂(k)zk,

— дробова похiдна в розумiннi Рiмана–Лiувiлля, [r] — цiла частина числа r.
Якщо в означеннi класу Hψ

∞ взяти послiдовнiсть ψ, яка породжується функцiєю
ψ(t) = Γ(t + 1)/Γ(t + r + 1), де Γ(·) — гамма-функцiя, то класи Hψ

∞ i Hr
∞ стануть

пов’язаними мiж собою так: Hr
∞ = P[r]−1 + z[r]Hψ

∞, де P[r]−1 — множина алгебраїчних
многочленiв степеня ≤ [r] − 1. Тобто будь-яку функцiю f ∈ Hr

∞ можна зобразити у
виглядi f(z) = P[r]−1(z) + z[r]g(z), де P[r]−1 ∈ P[r]−1, а g — деяка функцiя з класу Hψ

∞.
Для подальшого викладу матерiалу важливо зауважити, що так означена функцiя

ψ ∈ M0 при r > 0, де (див. [4, c. 160]) M0 — множина неперервних на пiвосi R+ додатних,
опуклих i спадних до нуля функцiй ψ, для кожної з яких iснує своя стала K така, що

0 < µ(ψ; t):=
t

ψ−1(ψ(t)/2)− t
≤ K, t ≥ 1,

ψ−1 — функцiя обернена до ψ.
Це легко зробити за допомогою таких мiркувань. Оскiльки (див., наприклад, [8, с.

37])

d2

dt2
ln Γ(t) =

∞∑
k=0

1

(t+ k)2
∀ t ∈ R+ \ {0},



212 В. В. САВЧУК, М. В. САВЧУК, С. О. ЧАЙЧЕНКО

то

d2

dt2
lnψ(t) =

d2

dt2
ln Γ(t+ 1)− d2

dt2
ln Γ(t+ r + 1) =

=
∞∑
k=0

1

(t+ k + 1)2
−

∞∑
k=0

1

(t+ k + r + 1)2
≥ 0 ∀ t ∈ R+.

З другого боку
d2

dt2
lnψ(t) =

ψ′′(t)ψ(t)− (ψ′(t))2

(ψ(t))2
.

Отже, ψ′′(t)ψ(t)− (ψ′(t))2 ≥ 0 ∀ t ∈ R+, звiдки i випливає, що ψ′′ ≥ 0. Тому функцiя
ψ(·) є опуклою i до того ж ψ(t) → 0, t→ ∞, тобто ψ ∈ M.

Далi, використовуючи розвинення (див. [8, с. 30])

d

dt
ln Γ(t) = −γ − 1

t
+

∞∑
k=1

t

k(t+ k)
,

де γ — стала Ейлера–Маскеронi, легко довести рiвнiсть

t|ψ′(t)|
ψ(t)

= −tψ
′(t)

ψ(t)
= −t d

dt
lnψ(t) = rt

∞∑
k=0

1

(t+ 1 + k)(t+ r + 1 + k)
∀ t ≥ 1.

Звiдси отримуємо низку спiввiдношень

t|ψ′(t)|
ψ(t)

= rt
∞∑
k=0

1

(t+ 1 + k)(t+ r + 1 + k)
≤ rt

∫ ∞

1

dx

(t+ x)(t+ r + x)
=

= t ln
t+ r + 1

t+ 1
≤ (t+ 1) ln

(
1 +

r

t+ 1

)
≤ r ∀ t ≥ 1.

Згiдно з теоремою 12.1 в [4, с. 161] нерiвнiсть supt≥1 t|ψ′(t)|/ψ(t) < ∞ є рiвносильною
включенню ψ ∈ M0.

Проведенi мiркування пiдтверджують те, що iсторiя задачi про наближення класiв
Hψ

∞, ψ ∈ M0, тим чи iншим лiнiйним методом, мiстить в собi iсторiю аналогiчної задачi
для класiв Hr

∞.
Мають мiсце такi твердження:

1) для будь-якого n ∈ N

1

n
≤ sup

f∈H1
∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,n(f)(z)| ≤
2

n+ 1
; (11)

2) для будь-якої функцiї f ∈ Hr
∞, r ∈ N, r ≥ 2, рiвномiрно вiдносно z ∈ D

f(z)− Vn,n(f)(z) =
zf ′(z)

n
+O(n−r), n ≥ r − 1; (12)

3) для будь-якої функцiї f ∈ Hr
∞, r ∈ N, рiвномiрно вiдносно z ∈ D

f(z)− Vn,p(f)(z) = − zr

nr
Vn−r,p(f

(r))(z) +O(n−r), n− p ≥ r; (13)
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4) для будь-якого r ∈ N при n→ ∞ i p/n→ 0

sup
f∈Hr

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
1

πnr
ln
n

p
+O(n−r); (14)

5) для будь-якої функцiї f ∈ Hψ
∞, ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0, рiвномiрно вiдносно

z ∈ D
f(z)− Vn,1(f)(z) = −ψ(n)Vn,1(fψ)(z) +O(1)ψ(n), n ∈ N; (15)

6) якщо клас Hψ
∞ породжується функцiєю ψ такою, що ψ(k) ̸= 0 для всiх k ∈ N,

limt→∞ ψ(t) = 0, ψ є локально абсолютно неперервною на [n0,∞) для деякого n0 ≥ 2
i

Ṽ ∞
n (ψ):=

∫ ∞

n

ess sup
u≥t

|ψ′(u)|dt <∞ ∀ n ≥ n0,

то для будь-якого натурального n ≥ n0

sup
f∈Hψ

∞

max
z∈D

|f(z)− Vn,p(f)(z)| =
1

π

n∑
k=p

|ψ(k + n− 1)|
k

+O(1)Ṽ ∞
n (ψ). (16)

Спiввiдношення (13) i (15) становлять певний iнтерес i з точки зору побудови лiнiй-
ного методу, який наближає клас Hψ

∞ зi швидкiстю, яка збiгається за порядком зi швид-
кiстю найкращого наближення. Наприклад, у спiввiдношеннi (15)

ψ(n)Vn,1(f
ψ)(z) =

n−1∑
k=0

ψ(n)

ψ(k)
f̂(k)zk.

Тому

Vn,1(f)(z)− ψ(n)Vn,1(f
ψ)(z) =

n−1∑
k=0

(
1− ψ(n)

ψ(k)

)
f̂(k)zk =: Un(f)(z), (17)

а твердження 5) i спiввiдношення (15) при цьому рiвносильнi такому:

7) для будь-якої функцiї f ∈ Hψ
∞, ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0, рiвномiрно вiдносно

z ∈ D
f(z)− Un(f)(z) = O(1)ψ(n), n ∈ N. (18)

З другого боку, як добре вiдомо, для величини

En(H
ψ
∞;C(T)):= sup

f∈Hψ
∞

En(f)C(T)

найкращого наближення класу Hψ
∞, де En(f)C(T):= infP∈Pn−1 ∥f−P∥C(T), справджується

нерiвнiсть
En(H

ψ
∞;C(T)) ≥ inf

P∈Pn−1

∥fn − P∥C(T) = |ψ(n)|,

де fn(z) = ψ(n)zn (див. (4)).
Таким чином, лiнiйний метод наближення, який означається формулою (18) набли-

жає клас Hψ
∞ зi швидкiстю, яка за порядком збiгається зi швидкiстю найкращого набли-

ження, тобто

sup
f∈Hψ

∞

∥f − Un(f)∥C(T) ≍ En(H
ψ
∞;C(T)) ≍ |ψ(n)| ∀ n ∈ Z+.
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В усiх наведених вище спiввiдношеннях O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiд-
носно f i n.

Спiввiдношення (11) — це результат низки робiт (див. бiблiографiю в [9]). З констан-
тою 2 в правiй частинi (найменшою з вiдомих на даний час) (11) доведене в [9]. Спiввiд-
ношення (12), а також (13) i (14) при p = 1 — це результат [10], а для довiльних p ≤ n
(13) i (14) доведенi в [11]. Рiвнiсть (15) доведена в [12] i [6], а (16) — в [13].

Зазначимо, також що основоположний результат, отриманий С. Б. Стєчкiним [10]
(спiввiдношення (13) i (14) при p = 1), став аналогом класичного результату А. М. Кол-
могорова [14] про асимптотичну поведiнку верхнiх меж вiдхилень сум Фур’є на класах
W r, r ∈ N, 2π–перiодичних функцiй.

У випадку, коли ψ(k) = k−r, r ∈ N, спiввiдношення (18) вперше доведене в [15]. На
класах Cψ

0 L∞ 2π–перiодичних функцiй метод Un дослiджувався в [16].
Основний результат даної роботи мiститься в наступному твердженнi.

Теорема 2. Нехай ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0. Тодi:

1) для довiльної функцiї f ∈ Cψ(T)+ i будь-якого многочлена P ∈ Pn−p в кожнiй
точцi z ∈ T, при n, p ∈ N, p < n,

f(z)− Vn,p(f)(z) = −ψ(n)Vn,p(fψ − P )(z) +O(1)ψ(n)∥fψ − P∥C(T), (19)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, p, z i f ;
2) якщо iснує границя Θ:= limn→∞ p/n, 0 ≤ Θ < 1, то при n→ ∞

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) =

1

π
|ψ(n)| ln n

p
+O(1)|ψ(n)|, (20)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно p i n.

Наслiдок. Нехай ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M0 i f ∈ Cψ(T)+. Тодi для того щоб

∥f − Vn,p(f)∥C(T) = O(1)|ψ(n)|En−p(fψ)C(T) ∀ p, n ∈ N, n > p,

необхiдно i достатньо, щоб

∥Vn,p(fψ)∥C(T) = O(1) ∀ p, n ∈ N, n > p. (21)

Зокрема, (21) справджується для будь-якої функцiї f ∈ Cψ(T)+, якщо infn∈N p/n > 0.

4. Доведення результатiв.

Доведення теореми 1. Для будь-якого z ∈ D згiдно з формулою Кошi i (2) маємо рiв-
нiсть

f(z)− Sk(f)(z) =
zk+1

2πi

∫
T

φ(w)

wk+1(1− w̄z)

dw

w
. (22)

Застосовуючи p разiв формулу (22), отримаємо рiвностi:

f(z)− Vn,p(f)(z) = f(z)− 1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f)(z) =
1

p

n−1∑
k=n−p

(f(z)− Sk(f)(z)) =

=
1

2πip

∫
T
φ(w)

n−1∑
k=n−p

wk+1zk+1 1

1− wz

dw

w
=
zn−p+1

2πip

∫
T

φ(w)

wn−p+1

1− wpzp

(1− wz)2
dw

w
. (23)



НАБЛИЖЕННЯ СУМАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА 215

Звiдси випливає оцiнка

|f(z)− Vn,p(f)(z)| ≤
|z|n−p+1

2πp

∫
T

|1− wpzp|
|1− wz|2

|dw|.

При даному фiксованому z ∈ D для функцiї fz, яка зображається iнтегралом типу
Кошi (2) зi щiльнiстю

φz(w):=w
n−p+1 exp

(
−i arg

( 1− wpzp

(1− wz)2

))
,

згiдно з (23) виконується рiвнiсть

fz(z)− Vn,p(fz)(z) =
zn−p+1

2πip

∫
T

|1− wpzp|
|1− wz|2

dw

w
=
zn−p+1

2πp

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt.

Отже,

Rn,p(K∞; z) =
|z|n−p+1

2πp

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt.

Для спрощення iнтеграла в правiй частинi останньої рiвностi застосуємо такi мiрку-
вання (див. доведення леми в [17]).

Добре вiдомо, що
1√
1− x

= 1 +
∞∑
k=1

αkx
k ∀ x ∈ D, (24)

де

αk:=
(2k − 1)!!

(2k)!!
, k ∈ N.

За допомогою тотожностi
√
1− xp

1− x
=

1− xp

1− x

1√
1− xp

i рiвностi (24) отримуємо розвинення
√
1− xp

1− x
=

1− xp

1− x

(
1 +

∞∑
k=1

αkx
pk

)
=

=
1− xp

1− x
+

∞∑
k=1

αk
1− xp

1− x
xpk =

p−1∑
ν=0

xν +
∞∑
k=1

αk

p(k+1)−1∑
ν=pk

xν ∀ x ∈ D.

Тому, використовуючи рiвнiсть Парсеваля, отримуємо

1

2π

∫ 2π

0

|1− (|z|e−it)p|
|1− |z|e−it|2

dt =
1

2π

∫ 2π

0

√
1− |z|peipt
1− |z|eit

√
1− |z|pe−ipt
1− |z|e−it

dt =

=

p−1∑
ν=0

|z|2ν +
∞∑
k=1

α2
k

p(k+1)−1∑
ν=pk

|z|2ν = 1− |z|2p

1− |z|2
(
1 +

∞∑
k=1

α2
k|z|2pk

)
=

=
1− |z|2p

1− |z|2
1

2π

∫ 2π

0

1

|1− |z|pe−it|
dt =

2

π

1− |z|2p

1− |z|2
K(|z|p).
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В доведеннi теореми 2 будемо використовувати наступнi факти.

Лема 1. Якщо n→ ∞ i 0 ≤ Θ < 1, то

sup
f∈H∞

∥Vn,p(f)∥C(T) =
1

π
ln
n

p
+O(1), (25)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно p i n.

Це твердження при p = 1 доведене Е. Ландау, а при 1 ≤ p < n — С. Б. Стєчкiним
(див. виноску в [11]).

Лема 2. Нехай n, p ∈ N, p < n i функцiя λn,p(v) визначається формулою

λn,p(v) =


1, 0 ≤ v ≤ n− p,

(n− v)/p, n− p ≤ v ≤ n,

0, v ≥ n.

Тодi, якщо ψ = ψ1 + iψ2, ψ1, ψ2 ∈ M, то для довiльної функцiї f ∈ Cψ(T)+ в кожнiй
точцi z ∈ T

f(z)− Vn,p(f)(z) =

∞∫
−∞

fψ(zeiθ)τ̂n,p(θ) dθ, (26)

де

τ̂n,p(θ) =
1

π

∞∫
0

(1− λn,p(v))ψ(v) cos θv dv

— косинус–перетворення Фур’є функцiї τn,p(v):=(1− λn,p(v))ψ(v).

Доведення цього твердження зводиться до перевiрки сумовностi функцiї τ̂n,p на R i
застосування теореми 1 з [6] (див. також [7, с.281]). Але, згiдно з лемою 2.4.1 в [2, c.88]
включення τ̂n,p ∈ L(R) має мiсце для будь-якої функцiї ψ ∈ M.

Лема 3. Нехай функцiй f є аналiтичною i обмеженою в D. Тодi

Vn,p(f)(z) =
1

πp

∞∫
−∞

f(zeiθ)(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
∀ z ∈ D,

де при z ∈ T пiд знаком iнтеграла розумiються кутовi граничнi значення функцiї f .

Доведення. Iнтегруючи частинами, легко довести рiвностi
∞∫

−∞

cos kθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= k

∞∫
−∞

sin kθ cos(n− p)θ
dθ

θ
+

+(n− p)

∞∫
−∞

sin(n− p)θ cos kθ
dθ

θ
− k

∞∫
−∞

sin kθ cosnθ
dθ

θ
−

−n
∞∫

−∞

sinnθ cos kθ
dθ

θ
= −


πp, 0 ≤ k ≤ n− p,

π(n− k), n− p ≤ k ≤ n,

0, n ≤ k.
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Використовуючи останнiй факт i очевидну рiвнiсть

∞∫
−∞

sin kθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= 0,

отримаємо формулу

∞∫
−∞

eikθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= −


πp, 0 ≤ k ≤ n− p,

π(n− k), n− p < k < n,

0, n ≤ k.

Звiдси для будь-якого z ∈ D

1

πp

∞∫
−∞

f(zeiθ)(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
=

=
∞∑
k=0

f̂(k)zk
∞∫

−∞

eikθ(cosnθ − cos(n− p)θ)
dθ

θ2
= Vn,p(f)(z).

Доведення теореми 2. Покладемо

λ∗n,p(v):=


1, 0 ≤ v < n− p,

1− v−n+p
p

· ψ(n)
ψ(v)

, n− p ≤ v < n,

0, n ≤ v,

τ ∗n,p(v):=(1− λ∗n,p(v))ψ(v), i

µn,p(v):=τn,p(v)− τ ∗n,p(v) =

{
0, v ∈ [0;n− p] ∪ [n;∞),
v−n+p

p
(ψ(v)− ψ(n)), v ∈ [n− p;n].

Тодi формулу (26) можна переписати у виглядi

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) = r∗n,p(f)(e

it) +

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))µ̂n,p(θ) dθ, (27)

де

r∗n,p(f)(e
it):=

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))τ̂ ∗n,p(θ) dθ. (28)

Покажемо, що

r∗n,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ)(eit)−

1

π

∞∫
−∞

fψ(ei(t+θ))

∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv
dθ

θ
. (29)
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Для цього розглянемо рiвнiсть

τ̂ ∗n,p(θ) =
1

π

∞∫
0

τ ∗n,p(v) cos θv dv =
ψ(n)

πp

n∫
n−p

(v − n+ p) cos θv dv +
1

π

∞∫
n

ψ(v) cos θv dv.

Iнтегруючи частинами кожен з iнтегралiв i виконуючи елементарнi перетворення, зна-
ходимо

τ̂ ∗n,p(θ) =
ψ(n)

πp

cosnθ − cos(n− p)θ

θ2
− 1

πθ

∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv.

Пiдставляючи знайдене значення τ̂ ∗n,p(θ) в (28) i використовуючи лему 3, отримуємо (29).
Покладемо

I1:=

∞∫
−∞

|µ̂n,p(θ)| dθ, I2:=
∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
n

ψ′(v) sin θv dv

∣∣∣∣∣∣ dθθ .
Тодi формулу (27) з урахуванням (29) можна записати у виглядi спiввiдношення

f(eit)− Vn,p(f)(e
it) = −ψ(n)Vn,p(fψ)(eit) +O(1)(I1 + I2). (30)

Для оцiнки I1 зауважимо, що для довiльної функцiї ψ ∈ M0 i 0 < ε ≤ 1 виконується
нерiвнiсть ψ(εσ) ≤ Kψ(σ), σ ≥ 1/ε, (див. [4, c. 175]). Тому на пiдставi спiввiдношення
(3.1.51) з [2, c. 135] одержуємо оцiнку I1 ≤ M(ψ1(n) + ψ2(n)) ≤ 2M |ψ(n)|, де M —
константа, залежна тiльки вiд ψ.

Оцiнка величини I2 знайдена в [4, с. 223]: I2 ≤ K(ψ1(n)+ψ2(n)) ≤ 2K|ψ(n)|, де K —
константа, залежна тiльки вiд ψ.

З урахуванням цих фактiв спiввiдношення (30) набуває вигляду f(eit)−Vn,p(f)(eit) =
−ψ(n)Vn,p(fψ)(eit) +O(1)ψ(n), що й доводить (19) для випадку, коли P = 0.

Загальний випадок випливає з доведеного на пiдставi таких мiркувань.
Нехай P (eit) =

∑n−p
k=0 ake

ikt ∈ Pn−p. Тодi функцiя

F (eit):=
f(eit)−

∑n−p
k=0 ψ(k)ake

ikt

∥fψ − P∥C(T)

належить класовi Cψ(T)+ i тому для неї виконується (19). До того ж,

F (eit)− Vn,p(F )(e
it) =

f(eit)− Vn,p(f)(e
it)

∥fψ − P∥C(T)
, Vn,p(F

ψ)(eit) =
Vn,p(f

ψ − P )(eit)

∥fψ − P∥C(T)
.

Тут покладається 0/0 = 0.
Друга частина теореми є наслiдком спiввiдношень (19) i (25).
Справдi,

Rn,p(C
ψ
∞(T)+) = |ψ(n)| sup

f∈Cψ∞(T)+

∥Vn,p(fψ)∥L∞(T) +O(1)|ψ(n)|, (31)

а згiдно з лемою 1

sup
f∈Cψ∞(T)+

∥Vn,p(fψ)∥L∞(T) = sup
g∈H∞

∥Vn,p(g)∥C(T) =
1

π
ln
n

p
+O(1), n→ ∞. (32)

Тому об’єднавши спiввiдношення (31) i (32), отримуємо формулу (20).
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14. Kolmogoroff A. Zur Crössendordnung des Restliedes Fouriershen Reihen differenzierbarer Funktionen//
Ann. Math. – 1935. – V.36. – P. 521–526.

15. Zygmund A. The approximation of functions by typical means of their Fourier series// Duke Math. J. –
1945. – V.12, №4. – P. 695–704.

16. Гаврилюк В.Т. О классах насыщения линейных методов суммирования рядов Фур’є// Укр. мат.
журн. – 1988. – T.40, №5. – C. 569–576.

17. Савчук В.В., Савчук М.В. Декiлька тверджень про суми Валле Пуссена функцiй з простору
Гардi// Проблеми теорiї наближення функцiй та сумiжнi питання: Зб. пр. Iн-ту математики НАН
України. – 2005. – Т.2, №2 – С. 238–257.

Iнститут математики НАН України,
Iн-т пiдготовки кадрiв державної служби зайнятостi України,
Слов’янський державний педагогiчний унiверситет,
savchuk@imath.kiev.ua,
savchuk−m@ukr.net,
stolch@mail.ru

Надiйшло 22.06.2010


