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In this paper the notion of the Kazimirsky ring as generalization of 2-simple Ore domain

with stable range 1 is introduced. Matrices which are not zero divisors are considered. Block-
diagonal reduction of these matrices over Kazimirsky domain that is Ore domain is shown.
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В работе вводится определение кольца Казимирского как обобщение 2-простой области
Орэ стабильного ранга 1. Рассматриваются матрицы, которые не являются делителями
нуля. Показана блочно-диагональная редукция таких матриц над областью Казимирско-
го, которая является областью Орэ.

В останнi роки спостерiгається тенденцiя проникнення методiв i понять алгебраїчної
К-теорiї в теорiю кiлець. Нарiжним каменем в таких дослiдженнях є такий важливий
iнварiант К-теорiї як поняття стабiльного рангу кiльця, яке було введено Х. Басом [1].
Особливе мiсце займають кiльця стабiльного рангу 1. В роботi [2] показано, що проста
область Безу є областю елементарних дiльникiв тодi i тiльки тодi, коли вона є 2-прос-
тою. В данiй роботi вводиться поняття кiльця Казiмiрського, яке узагальнює 2-простi
областi Оре стабiльного рангу 1, а також показана блочно-дiагональна редукцiя ма-
триць, якi не є дiльником нуля, над кiльцями Казiмiрського, якi є областями Оре.

Пiд кiльцем R будемо розумiти асоцiативне кiльце з 1 (1 6= 0), через U(R) позначимо
групу одиниць кiльця R.

НехайR— просте кiльце. Тодi для довiльного ненульового елемента a ∈ R отримаємо
RaR = R, тобто iснують елементи u1, u2, ..., un; v1, v2, ..., vn ∈ R такi, що u1av1 + u2av2 +
... + unavn = 1. Якщо для всiх ненульових елементiв a ∈ R iснує натуральне число n
таке, що u1av1 + u2av2 + ...+ unavn = 1, причому число n є найменше зi всiх можливих,
тодi кiльце R називається n-простим. Зокрема, кiльце R є 2-простим тодi i тiльки тодi,
коли для довiльного ненульового елемента a ∈ R iснують елементи u1, u2; v1, v2 ∈ R
такi, що u1av1 + u2av2 = 1 [3].

Означення 1. Кiльце R назвемо кiльцем Казiмiрського, якщо для довiльних ненульо-
вих елементiв a, b ∈ R iснують елементи s, t ∈ R i елемент u ∈ U(R) такi, що as+ubt = 1.

Вивчення такого сорту кiлець започаткував П. С. Казiмiрський [4]. Прикладом кiль-
ця Казiмiрського є кiльце вiд n-диференцiювань [3]. Очевидно, що кiльце Казiмiрського
є 2-простим (достатньо в означеннi кiльця Казiмiрського покласти a = b.)
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Означення 2. Кiльце R називається кiльцем стабiльного рангу 1, якщо з того, що
aR + bR = R для довiльних елементiв a, b ∈ R випливає iснування елемента t ∈ R i
елемента u ∈ U(R) таких, що a+ bt = u [1].

Теорема 1. 2-проста область стабiльного рангу 1 є кiльцем Казiмiрського.

Доведення. Нехай R — 2-проста область стабiльного рангу 1. Тодi згiдно з означен-
ням 2-простої областi для довiльних ненульових елементiв a, b ∈ R iснують елементи
x1, x2; y1, y2 ∈ R такi, що x1aby1 + x2aby2 = 1. Поклавши x1 = u1, by1 = v1, x2a = u2,
y2 = v2, отримаємо u1av1 + u2bv2 = 1. Звiдси u1aR + u2bR = R.

Оскiльки R — область стабiльного рангу 1, то iснує елемент x ∈ R, для якого u1a+
u2bx ∈ U(R). Звiдси Ra+Rbx = R.

З того, що R — область стабiльного рангу 1 отримаємо:

a+ ybx = u ∈ U(R) (1)

для деякого елемента y ∈ R. Звiдси aR + yR = R.
Знову ж таки, оскiльки R — кiльце стабiльного рангу 1, то as + y = w ∈ U(R) для

деякого елемента s ∈ R, а тому
y = w − as. (2)

Тодi рiвнiсть (1) з врахуванням (2) набуде вигляду a+wbx−asbx = a(1−sbx)+wbx = u.
Тобто a(1− sbx)u−1 + wbxu−1 = 1. Отже, R є кiльцем Казiмiрського.

Як наслiдок теореми 1, враховуючи [2], отримано наступний результат.

Теорема 2. Проста область Безу стабiльного рангу 1 є кiльцем елементарних дiльникiв
тодi i тiльки тодi, коли вона є областю Казiмiрського.

Розгянемо випадок теореми 2, коли умова областi Безу замiнена умовою областi
Оре.

Означення 3. Область R, в якiй для довiльних ненульових елементiв a, b ∈ R aR∩bR 6=
{0} i Ra

⋂
Rb 6= {0} називається областю Оре[5].

Спочатку зробимо таке очевидне зауваження у формi твердження.

Твердження 1. Нехай R — область. Тодi для довiльних елементiв a, b ∈ R стовпчик a
b
1

 можна доповнити до зворотньої матрицi.

Доведення. Шуканою матрицею буде матриця a 1 0
b 0 1
1 0 0

 = U.

Дiйсно,

U

 0 0 1
1 0 −a
0 1 −b

 = E.



КIЛЬЦЯ КАЗIМIРСЬКОГО 77

Означення 4. Матрицi A i B назвемо еквiвалентними над областю R, якщо iснують
зворотнi матрицi P i Q над R вiдповiдних розмiрiв такi, що B = PAQ.

Твердження 2. Нехай R — область Оре, яка є областю Казiмiрського. Тодi для кожної

матрицi A другого порядку, яка не є дiльником нуля, iснує стовпчик
(

e
f

)
i рядок(

1 u
)
такi, що (

1 u
)
A

(
e
f

)
= 1,

де e, f ∈ R, u ∈ U(R).

Доведення. Оскiльки R — область Оре i матриця A не є дiльником нуля, то iснує така
матриця D ∈M2(R) така, що

AD =

(
d1 0
0 d2

)
, d1 6= 0, d2 6= 0.

В областi R для довiльних елементiв d1, d2 iснують елементи c, d i u ∈ U(R), для яких
виконується рiвнiсть d1c+ ud2d = 1. Звiдси,(

1 u
)
AD

(
c
d

)
=
(
1 u

)( d1 0
0 d2

)(
c
d

)
= 1.

Покладемо

D

(
c
d

)
=

(
e
f

)
,

що доводить наше твердження.

Теорема 3. Нехай R — область Оре, яка є областю Казiмiрського. Тодi для довiльної
матрицi A ∈ Mn(R), яка не є дiльником нуля, iснують такi зворотнi матрицi P,Q ∈
Mn(R), що виконується рiвнiсть

PAQ =


1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 a b
0 0 0 c d

 .

Доведення. Доведення проводимо методом математичної iндукцiї. При n = 2 доведення
очевидне. Нехай n = 3, тобто матриця A не є дiльником нуля i має вигляд

A = (aij)
3
1.

Без обмеження загальностi з точнiстю до еквiвалентностi матриць [5] можна вважа-

ти, що пiдматриця
(

a11 a12
a21 a22

)
матрицi A також не є дiльником нуля. Враховуючи

твердження 2, (
1 u 0

)
A

 e− e(a13 + ua23)
f − f(a13 + ua23)

1

 = 1.



78 О. В. ДОМША, Б. В. ЗАБАВСЬКИЙ

Очевидно, що рядок
(
1 u 0

)
можна доповнити до зворотньої матрицi P . Вiдповiдно

до твердження 1 стовпчик

 e− e(a13 + ua23)
f − f(a13 + ua23

1

 також можна доповнити до зворотньої

матрицi Q. Тодi

PAQ =

 1 a′12 a′13
a′21 a′22 a′23
a′31 a′32 a′33

 .

Очевидно, що матриця PAQ елементарними перетвореннями рядкiв i стовпчикiв зво-
диться до вигляду  1 0 0

0 a b
0 c d

 .

Тобто при n = 3 теорема доведена. Розглянемо випадок n > 3. Припустимо, що при n−
1 ≥ 3 теорема вiрна. Без обмеження загальностi з точнiстю до еквiвалентностi матриць
[5] можна вважати, що пiдматриця третього порядку, яка мiститься в верхньому лiвому
кутi матрицi A, не є дiльником нуля. На пiдставi доведеного вище, отримаємо iснування
таких зворотнiх матриць P1, Q1 над R, що

P1

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

Q1 =

 1 0 0
0 a′22 a′23
0 a′32 a′33

 .

Нехай

P2 =


P1 0 0 0
0 1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 1

 , Q2 =


Q1 0 0 0
0 1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 1

 .

Tодi

P2AQ2 =



1 0 0 a′14 . . . a′1n
0 a′22 a′23 a′24 . . . a′2n
0 a′32 a′33 a′34 . . . a′3n
a′41 a′42 a′43 a′44 . . . a′4n

. . . . . . . . . . . .
. . . . . .

a′n1 a′n2 a′n3 a′n4 . . . a′nn


.

Звiдси, шляхом елементарних перетворень матриця зводиться до вигляду(
1 0
0 A1

)
.

Зауважимо, що матриця A1 не є дiльником нуля. Тодi, за припущенням iндукцiї, для
матрицi A1 iснують такi зворотнi матрицi P3 i Q3, що

P3A1Q3 =


1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 a b
0 0 0 c d

 .
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Поклавши
P4 =

(
1 0
0 P3

)
, Q4 =

(
1 0
0 Q3

)
,

отримаємо, що матриця

P4

(
1 0
0 A1

)
Q4 =


1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 a b
0 0 0 c d

 .

Тобто ми довели, що для матрицi A iснують такi зворотнi матрицi P i Q , що

PAQ =


1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 a b
0 0 0 c d

 .
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