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A multiplicative group is said to be hereditary non–abelian if either it is abelian or every its
non–abelian subgroup is isomorphic to the multiplicative group of some near–field. A complete
classification of hereditary non–abelian groups of finite near–fields is obtained.

И. Ю. Раевская, М. Ю. Раевская. Почти-поля с неабелево наследственными мультипли-
кативными группами, Mat. Stud. 34 (2010), 38–43.

Мультипликативная группа почти-поля называется неабелево наследственной, если
она абелева, или каждая её абелевая подгруппа изоморфна мультипликативной груп-
пе некоторого почти-поля. Получена полная классификация неабелево наследственных
мультипликативных групп конечных почти-полей.

1. Вступ. В роботi [2] мультиплiкативна група майже-поля названа спадковою, якщо
кожна її пiдгрупа iзоморфна мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля, та наведена
повна класифiкацiя таких груп. В данiй статтi розглядається бiльш загальне поняття
неабелево спадкової мультиплiкативної групи майже-поля, в якiй умова iзоморфiзму з
мультиплiкативними групами майже-полiв накладається лише на неабелевi пiдгрупи.

Нагадаємо, що майже-полем називається алгебраїчна структура F з двома операцi-
ями, додаванням та множенням, що задовольняє наступним умовам:

1) F утворює абелеву групу вiдносно додавання, яка називається адитивною групою
майже-поля F та позначається через F+;

2) множина ненульових елементiв F \ 0 iз F утворює групу вiдносно множення, яка
називається мультиплiкативною групою майже-поля F та позначається через F ∗;

3) виконується одностороннiй дистрибутивний закон a(b+ c) = ab+ ac для всiх a, b,
c ∈ F .

Очевидно, що кожне тiло є майже-полем. Першi приклади скiнченних майже-полiв,
якi не є полями, були наведенi Л. Дiксоном [1] ще в 1905 роцi. Найменше з них має
порядок 9 та будується наступним чином: визначимо на полi Галуа F9 = F (+, ·) нову
операцiю ∗ за правилом

a ∗ b =

{
ab, якщо a4 = 1,

b3, в противному разi.
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Простi обчислення показують, що F = F (+, ∗) є майже-полем, мультиплiкативна
група F ∗ якого є групою кватернiонiв.

Класифiкацiя скiнченних майже-полiв була отримана Г. Цассенхаузом [5] в 1936 роцi.
Зокрема, адитивна група F+ кожного такого майже-поля F є елементарною абелевою
групою порядку pn для деякого простого числа p та натурального n, а отже порядок
його мультиплiкативної групи F ∗ рiвний pn−1. Крiм того, згiдно з [5, Satz 3] в групi F ∗

кожна пiдгрупа порядку qr, де q та r — довiльнi простi дiльники числа pn − 1, а тому
i кожна абелева пiдгрупа, є циклiчною. Зауважимо також, що основнi факти з теорiї
майже-полiв можна знайти в книзi М. Холла [7], глава 20, а детальну iнформацiю в
монографiї [4]. Як i в [2], результати нашої статтi в значнiй мiрi спираються на деякi
елементарнi властивостi простих дiльникiв числа pn − 1.

2. Деякi властивостi простих чисел.
Нагадаємо, що просте число p, яке має вигляд p = 2n − 1 для деякого натурального

n, називається простим числом Мерсенна. Як легко бачити, в цьому випадку число n
також мусить бути простим. Питання про те, чи iснує нескiнченна кiлькiсть простих
чисел Мерсенна, є добре вiдомою проблемою, яка до сьогоднiшнього дня залишається
нерозв’язною.

Наступна лема доведена в [2, лема 1].

Лема 1. Нехай q — просте число Мерсенна, p — непарне просте.

1) Якщо m i n — додатнi цiлi числа, тодi з 2n − 1 = pm випливає m = 1 i n — просте.

2) pq + 1 6= 2m для будь–якого додатного цiлого m.

3) Якщо r — непарне просте i 2p+ 1 = rm для деякого додатного m, тодi p = 3.

Означення 1. Просте число r називається примiтивним простим дiльником числа
pn − 1, якщо r дiлить pn − 1, але не дiлить pm − 1 для кожного 1 ≤ m ≤ n− 1.

Критерiй iснування примiтивних простих дiльникiв числа pn−1 вперше був доведе-
ний в [6] i вiдомий як теорема Жигмондi.

Теорема 1. Для довiльного простого числа p та натурального n > 1 примiтивний
простий дiльник числа pn − 1 iснує, за винятком двох випадкiв:

1) n = 6 та p = 2; 2) n = 2 та p = 2s − 1 — просте число Мерсенна.

Лема 2. Нехай для деякого натурального n виконується рiвнiсть 2n − 1 = pqm, де p та
q — простi числа i m ≥ 2. Якщо q дiлить 2k − 1 для деякого k < n, то n = 6, p = 7 та
q = 3.

Доведення. Нехай k — найменше з натуральних чисел, для яких q дiлить 2k − 1. Тодi
n = kl + r для деяких цiлих l, r таких, що 0 ≤ r < l. Оскiльки

2n − 1 = 2kl+r − 1 = 2kl · 2r − 2r + 2r − 1 = (2kl − 1)2r + (2r − 1) =

= (2k − 1)(2k(l−1) + · · ·+ 2k + 1)2r + (2r − 1) = pqm

та q дiлить 2k − 1, а отже дiлить перший доданок (2k − 1)(2k(l−1) + · · · + 2k + 1)2r, то
q мусить дiлити другий доданок 2r − 1, що в силу вибору числа k можливо лише при
r = 0. Отже n = kl.

Далi, за формулою бiнома Ньютона
2n − 1 = (2k − 1 + 1)l − 1 = (2k − 1)l +

(
l
1

)
(2k − 1)l−1 + . . .+

(
l

l−1

)
(2k − 1),
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звiдки

(2k − 1)
(
(2k − 1)l−1 +

(
l

1

)
(2k − 1)l−2 + . . .+

(
l

l − 1

))
= pqm. (∗)

Припустимо спочатку, що n 6= 6. Тодi за теоремою 1 число p є примiтивним простим
дiльником числа 2n−1, а отже не дiлить 2k−1. Але тодi 2k−1 дiлить qm i тому 2k−1 = q
за лемою 1. Таким чином, рiвнiсть (∗) приймає вигляд q(ql−1+

(
l
1

)
ql−2+. . .+

(
l

l−1

)
) = pqm,

звiдки ql−1+
(
l
1

)
ql−2+. . .+

(
l

l−1

)
= pqm−1. Це означає, що q дiлить

(
l

l−1

)
= l, а тому n = kqr

для деякого натурального r. Отже,
2n − 1 = 2kqr − 1 = (2q)kr − 1 = (2q − 1)(1 + 2q + . . .+ 2(kr−1)q) = pqm.

Оскiльки за малою теоремою Ферма q дiлить 2q−1−1, то воно не може дiлити 2q−1,
бо 2q−1 = 2q−1+(2q−1−1). Отже p мусить дiлити 2q−1. З iншого боку, p — примiтивний
простий дiльник числа 2n − 1, а тому може дiлити 2q − 1 лише у випадку q = n. Але
тодi з рiвностей 2k − 1 = q = n = kqr випливає q = k = 1, що суперечить умовi леми.

Таким чином, n = 6 i з рiвностi 26 − 1 = 7 · 32 отримуємо p = 7 та q = 3, як
стверджувалось.

Лема 3. Нехай для простих чисел p та q iснують такi натуральнi числа n та k, що
pn − 1 = 2kq. Якщо k ≥ 2 та p− 1 6= 2k, то або n = 2, p = 5, 7 та q = 3, або n = 4, p = 3
та q = 5.

Доведення. Припустимо спочатку, що число pn−1 не має примiтивних простих дiльни-
кiв. За теоремою 1 в цьому випадку n = 2 та p = 2s − 1 є простим числом Мерсенна. З
рiвностi 2kq = p2−1 = (2s−1)2−1 = 2s+1(2s−1−1) випливає, що k = s+1 та q = 2s−1−1
також є простим числом Мерсенна. Але тодi числа s та s − 1 є простими за лемою 1 i
тому s = 3. Отже в розглядуваному випадку n = 2, p = 7 та q = 3.

В iншому випадку з рiвностi pn− 1 = (p− 1)(1+ p+ p2+ . . .+ pn−1) = 2kq та вказаної
теореми випливає, що примiтивним простим дiльником числа pn− 1 є число q, а тому q
не дiлить p− 1. Тодi p− 1 = 2s для деякого s < k i отже 2q дiлить 1+ p+ p2+ . . .+ pn−1.
Оскiльки число p непарне, останнє можливе лише у випадку, коли число n парне, а отже
n = 2lm для деякого l ≥ 1 та непарного числа m. Але тодi q як примiтивний простий
дiльник числа pn − 1 не дiлить число pm − 1, а тому з рiвностi pn − 1 = p2

lm − 1 =
(pm− 1)(1+ pm+ . . .+ pm(2l−1)) = 2kq випливає, що pm− 1 = 2a для деякого числа a ≥ 1.
Оскiльки pm − 1 = (p− 1)(1 + p + · · · + pm−1) i число 1 + p + · · · + pm−1 при непарному
m є непарним, рiвнiсть pm − 1 = 2a можлива лише у випадку m = 1. Звiдси n = 2l i,
таким чином, p2l − 1 = 2kq.

Знову ж таки, оскiльки q не дiлить p2l−1−1, то з рiвностi p2l−1 = (p2
l−1−1)(p2l−1

+1) =
2kq випливає, що p2

l−1 − 1 = 2r для деякого r > 1. Але тодi число p2
l−1 − 1 не має

примiтивних простих дiльникiв i тому за теоремою 1 або 2l−1 = 1, або 2l−1 = 2.
В першому випадку l = 1, а отже p2 − 1 = (p − 1)(p + 1) = 2kq. Враховуючи, що

p−1 = 2s, отримуємо 2s+2 = p+1 = 2k−sq, звiдки q = 2s−1+1 та p = 2s+1. Однак число
виду 2t + 1 може бути простим лише у тому разi, коли t є степенем числа 2, оскiльки
xm + 1 = (x + 1)(xm−1 − xm−2 + · · · − x + 1) при непарному m. Звiдси s− 1 = 20 = 1 та
s = 2, а отже n = 2, p = 5 та q = 3.

В другому випадку l = 2, p4 − 1 = (p2 − 1)(p2 + 1) = 2kq та p2 − 1 = 2r, а тому
p2s = p(p− 1) = p2− p = 2r− 2s = (2r−s− 1)2s. Звiдси 2r−s− 1 = p = 2s +1, що можливо
лише при r = 3 та s = 1, тобто при p = 3. З рiвностi 34 − 1 = 2kq тепер випливає q = 5,
тобто n = 4, p = 3 та q = 5, що й стверджувалось.



МАЙЖЕ–ПОЛЯ ЗI СПАДКОВИМИ МУЛЬТИПЛIКАТИВНИМИ ГРУПАМИ 41

3. Мультиплiкативна група майже-поля.Мультиплiкативнi групи скiнченних май-
же–полiв були детально вивченi Цассенхаузом в [5, Satz 17] (див. також М. Холл [7],
теорема 20.7.2). Як звичайно, нижче SL(2, q) позначає спецiальну лiнiйну групу степеня
2 над скiнченним полем iз q елементiв, а Cn — циклiчну групу порядку n.

Теорема 2. Нехай F — скiнченне майже-поле. Тодi його порядок є степенем деякого
простого числа, а його мультиплiкативна група F ∗ є або метациклiчною групою, або
iзоморфною однiй з наступних семи груп:

I) SL(2, 3); II) SL(2, 3)× C5; III) пiдгрупа O(2, 7) порядку 48 групи SL(2, 7);
IV) O(2, 7)× C11; V) SL(2, 5); VI) SL(2, 5)× C7; VII) SL(2, 5)× C29.

Наступна лема є безпосереднiм наслiдком твердження 4) теореми 20.7.2 iз книги
М. Холла [7].

Лема 4. Нехай F — скiнченне майже-поле порядку qn для деякого простого числа q та
натурального n. Якщо мультиплiкативна група F ∗ цього поля метациклiчна i неабелева,
то її центр є циклiчною пiдгрупою порядку qk − 1 для деякого власного дiльника k
числа n.

Нагадаємо, що скiнченна група називається групою Мiллера–Морено, якщо вона не-
абелева, а всi її власнi пiдгрупи є абелевими. Будова таких груп добре вiдома (див. [3]).

Лема 5. Нехай G — скiнченна неабелева група, всi власнi пiдгрупи якої циклiчнi. Тодi
G є або групою кватернiонiв порядку 8, або напiвпрямим добутком G = 〈a〉 o 〈b〉 нор-
мальної пiдгрупи 〈a〉 простого порядку p 6= 2 з циклiчною пiдгрупою 〈b〉 порядку qn для
деякого простого дiльника q числа p−1 та цiлого n ≥ 1, в якому пiдгрупа 〈bq〉 спiвпадає
з центром групи G.

Лема 6. Нехай F — скiнченне майже-поле, мультиплiкативна група F ∗ якого є групою
Мiллера–Морено. Тодi F ∗ є або групою кватернiонiв порядку 8, або неабелевою метацик-
лiчною групою одного з порядкiв 24, 63 або 80.

Доведення. Оскiльки мультиплiкативна група кожного скiнченного поля є циклiчною,
майже-поле F не є полем i, зокрема, число його елементiв не може бути простим. Тому
порядок F рiвний qn для деякого простого числа q та натурального n > 1, а отже
порядок групи F ∗ рiвний qn−1. Враховуючи, що в мультиплiкативнiй групi скiнченного
майже-поля кожна абелева пiдгрупа та пiдгрупа порядку pr, де p та r — простi числа,
є циклiчною, отримуємо, що в групi F ∗ всi власнi пiдгрупи циклiчнi i її порядок qn − 1
не може бути добутком двох простих чисел. Тому за лемою 5 група F ∗ є або групою
кватернiонiв порядку 8, або деякою метациклiчною групою порядку prm, де p — непарне
просте число, r — простий дiльник числа p−1,m ≥ 2 та пiдгрупа порядку rm−1 спiвпадає
з центром Z групи F ∗. Оскiльки за лемою 4 центр Z є пiдгрупою порядку qk − 1 для
деякого власного дiльника k числа n, то rm−1 = qk−1 i для доведення леми залишається
встановити, що при цiй умовi рiвнiсть qn − 1 = prm має мiсце лише у випадках, коли
n = 2 та q = 5, n = 4 та q = 3 або n = 6 та q = 2.

Припустимо спочатку, що q = 2. Тодi 2n − 1 = prm та rm−1 = 2k − 1, де k — власний
дiльник числа n. Оскiльки m ≥ 2, то r дiлить 2k − 1 i тому за лемою 2 маємо n = 6.

Нехай тепер q 6= 2. Тодi число qn − 1 парне, а тому r = 2. Отже qn − 1 = 2mp та
2m−1 = qk − 1. Звiдси q− 1 6= 2m i тому, застосовуючи лему 3, отримуємо n = 2 та q = 5
або n = 4 та q = 3, що й вимагалося.



42 I. Ю. РАЄВСЬКА, М. Ю. РАЄВСЬКА

Лема 7. Нехай F — скiнченне майже-поле, мультиплiкативна група F ∗ якого є метацик-
лiчною. Тодi F ∗ не мiстить пiдгрупи простого iндексу, яка є групою Мiллера–Морено,
iзоморфною мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля.

Доведення. Припустимо протилежне, i нехай H — пiдгрупа Мiллера–Морено простого
iндексу p в F ∗, яка iзоморфна мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля. Тодi за
лемою 6 порядок h пiдгрупи H є одним iз чисел 8, 24, 63 або 80. Оскiльки порядок
майже-поля F рiвний qn для деякого простого числа q та цiлого n > 1, то порядок
групи F ∗ задовольняє спiввiдношення hp = qn − 1. Зрозумiло також, що або центр Z
групи F ∗ мiститься в H, а отже i в центрi пiдгрупи H, або F ∗ = HZ. Отже, якщо z —
порядок центру Z, то в першому випадку за лемою 5 z дiлить, вiдповiдно, одне iз чисел
2, 4, 3 або 8, а в другому z дiлиться на p. Крiм того, за лемою 4 z = qk − 1 для деякого
власного дiльника k числа n. Розглянемо спочатку випадок, коли Z мiститься в H.

Якщо h = 8, то z = 2 i тому q = 3. Тодi з рiвностi 8p = 3n − 1 випливає, що n = 2m
для деякого m > 1, звiдки 8p = (3m − 1)(3m + 1). Оскiльки p є примiтивним простим
дiльником числа 3n− 1 за теоремою 1, то p не дiлить 3m− 1 i тому 3m− 1 дiлить 8. Але
тодi m = 2, а отже p = 10, всупереч тому, що p — просте число.

Нехай h = 24. Тодi z = qk − 1 дiлить 4 i тому q = 3 або q = 5. В першому випадку,
однак, рiвнiсть 24p = 3n − 1 неможлива, а тому q = 5. Тодi з рiвностi 24p = (52 − 1)p =
5n − 1 знову виводимо, що n = 2m для m > 1. Звiдси 24p = (5m − 1)(5m + 1) та p не
дiлить 5m − 1. Отже 5m − 1 дiлить 24, звiдки m = 2 та p = 26, що суперечить простотi
числа p.

Далi, якщо h = 63, то z = qk−1 дiлить 3 i тому q = 2. Тодi з рiвностi 63p = (26−1)p =
2n − 1 випливає, що n = 6m для m > 1, звiдки 63p = (23m − 1)(23m + 1). За теоремою 1
число p є примiтивним простим дiльником числа 2n− 1 i тому не дiлить 23m− 1. Звiдси
23m−1 дiлить 63 i, таким чином, m = 2 та p = 65, що знову суперечить простотi числа p.

Нарештi, якщо h = 80, то z = qk − 1 дiлить 8 i тому q = 3 або q = 5. Оскiльки в
останньому випадку рiвнiсть 80p = 5n − 1 неможлива, то q = 3 i тому 80p = (34 − 1)p =
3n − 1. Звiдси та теореми 1 отримуємо, що n = 4m для m > 1 та p не дiлить 32m − 1.
Але тодi 32m − 1 дiлить 80 i тому m = 2 та p = 82, що знову ж таки неможливо.

Таким чином, центр Z не мiститься в H i, отже, F ∗ = HZ. Очевидно, тодi перетин
H ∩ Z спiвпадає з центром пiдгрупи H, а тому порядок центру Z рiвний z = 2p при
h = 8, z = 4p при h = 24, z = 3p при h = 63 та z = 8p при h = 80. Оскiльки порядок
групи F ∗ рiвний hp, то порядок фактор–групи F ∗/Z рiвний, вiдповiдно, одному iз чисел
4, 6, 21 або 10. З iншого боку, порядок F ∗ рiвний qn − 1 та z = qk − 1, де n = mk для
деякого k ≥ 1, тобто порядком F ∗/Z є число qn−1

qk−1
= 1 + qk + · · ·+ qk(m−1).

Отже, якщо qk − 1 = z = 2p, то 4 = 1 + qk + · · · + qk(m−1), звiдки k = 1 та q = 3.
Але тодi p = 1, що суперечить припущенню леми. Далi, якщо qk − 1 = z = 4p, то
6 = 1 + qk + · · · + qk(m−1), звiдки k = 1 та q = 5, що теж неможливо, бо тодi теж p = 1.
Очевидно також, що при qk − 1 = z = 3p рiвнiсть 21 = 1+ qk + · · ·+ qk(m−1) неможлива,
а при qk−1 = z = 8p з рiвностi 10 = 1+ qk+ · · ·+ qk(m−1) випливає k = 2 та q = 3, звiдки
знову p = 1. Останнє протирiччя завершує доведення леми.

Теорема 3. Нехай F — скiнченне майже-поле, мультиплiкативна група F ∗ якого є
неабелево спадковою. Тодi F ∗ — група одного з наступних типiв:

1) циклiчна група; 2) група кватернiонiв Q8;

3) неабелева метациклiчна група порядку 24; 4) група SL(2, 3);
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5) неабелева метациклiчна група порядку 63;

6) неабелева метациклiчна група порядку 80;

Доведення. Якщо група F ∗ абелева, то вона циклiчна, тобто типу 1), оскiльки в цьо-
му випадку F є полем. Нехай далi F ∗ є неабелевою групою. Тодi вона мiстить деяку
неабелеву пiдгрупу H, що є групою Мiллера–Морено. Оскiльки за умовою теореми H
iзоморфна мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля, то за лемою 6 вона є або гру-
пою кватернiонiв порядку 8, або неабелевою метациклiчною групою одного з порядкiв
24, 63 або 80. Отже, якщо F ∗ = H, то F ∗ є групою одного з типiв 2), 3), 5) або 6). Бiльш
того, якщо група F ∗ метациклiчна i H ї ї власна пiдгрупа, то H мусить бути пiдгрупою
простого iндексу в деякiй неабелевiй пiдгрупi iз F ∗, що за лемою 7 неможливо, оскiльки
остання теж iзоморфна мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля. Отже, неабелево
спадкова метациклiчна група F ∗ є групою одного з вказаних вище типiв.

Припустимо тепер, що група F ∗ неметациклiчна. Тодi вона є однiєю з груп I)–VII)
теореми 2. У випадку I) F ∗ iзоморфна групi SL(2, 3) i тому її єдиною власною неабеле-
вою пiдгрупою є пiдгрупа, що iзоморфна група кватернiонiв Q8. Отже в цьому випадку
F ∗ є неабелево спадковою групою типу 4). У випадку II) група F ∗ не є неабелево спад-
ковою, бо вона мiстить пiдгрупу порядку 40, iзоморфну групi Q8×C5, яка не може бути
мультиплiкативною групою майже-поля, оскiльки 40 не є числом виду qn−1 при n ≥ 2.
У випадку III) група F ∗ теж не є неабелево спадковою, бо вона мiстить пiдгрупу поряд-
ку 16, яка iзоморфна узагальненiй групi кватернiонiв Q16, i тому також не може бути
мультиплiкативною групою майже-поля. З цiєї ж причини F ∗ не є неабелево спадковою
групою i у випадку IV). Нарештi, група SL(2, 5), а отже групи V)–VII), не є неабеле-
во спадковими, оскiльки в SL(2, 5) мiститься неабелева пiдгрупа порядку 10, яка не є
мультиплiкативною групою майже-поля. Отже групами типiв 1)–6) вичерпуються всi
неабелево спадковi мултиплiкативнi групи скiнченних майже-полiв.
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