
Математичнi Студiї. Т.33, №2 Matematychni Studii. V.33, No.2

УДК 517.518.837

Г. А. Волошин, В. К. Маслюченко

ФУНКЦIОНАЛЬНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ОДНIЄЇ ТЕОРЕМИ

БЕРНШТЕЙНА

H. A. Voloshyn, V. K. Maslyuchenko. The functional generalization of one Bernstein’s theorem,
Mat. Stud. 33 (2010), 220–224.

It is proved the functional analogue of the known Bernstein’s theorem for finite number of
given functions: for arbitrary continuous functions αk : [0, 1] → R such that α0(x) ≥ α1(x) ≥
. . . ≥ αn(x) ≥ 0 on [0, 1] exists a continuous function f : [0, 1]2 → R such that Ek(f

x) = αk(x)
for every k ∈ {0, 1, . . . , n} and arbitrary x from [0, 1].

Г. А. Волошин, В. К. Маслюченко. Функциональное обобщение одной теоремы Берн-
штейна // Мат. Студiї. – 2010. – Т.33, №2. – C.220–224.

Доказан функциональный аналог известной теоремы Бернштейна для конечного числа
данных функций: для произвольной последовательности функций αk : [0, 1] → R, таких,
что α0(x) ≥ α1(x) ≥ . . . ≥ αn(x) ≥ 0 на [0, 1], существует непрерывная функция f : [0, 1]2 →
R такая, что Ek(f

x) = αk(x) для каждого k ∈ {0, 1, . . . , n} и произвольного x из [0, 1].

1. С. Н. Бернштейн ([1]) встановив, що для довiльної спадної послiдовностi дiйсних
невiд’ємних чисел αn, яка прямує до нуля, iснує така неперервна функцiя f : [0, 1]→ R,
що її найкраще рiвномiрне наближення En(f) многочленами степеня не вищого за n
дорiвнює αn для кожного n ∈ {0, 1, . . .}. Пiзнiше С. М. Нiкольський ([2]) без доведення
зауважив, що ця теорема Бернштейна може бути перенесена на випадок загальних
банахових просторiв, що i було здiйснено в ([3, c.50]). Пiсля цього з’явилося чимало
публiкацiй ([4-10]), у яких згадана теорема розвивається в тому чи iншому напрямку.

У статтi [11] сформульовано новi проблеми, що пов’язанi з теоремою Бернштейна,
серед яких i таке запитання: чи для кожної поточково збiжної до нуля послiдовностi
невiд’ємних неперервних функцiй αn : [0, 1]→ R iснує така сукупно неперервна функцiя
f : [0, 1]2 → R, що En(f

x) = αn(x) для кожного n = 0, 1, . . . i для кожного x з вiдрiзка
[0, 1]? (Тут fx = f(x, ·) — вертикальний x-розрiз функцiї f). Вiдповiдь на це запи-
тання залишається на сьогоднi невiдомою, як i на слабше запитання щодо iснування
вiдповiдної нарiзно неперервної функцiї f : [0, 1]2 → R.

У цiй статтi ми робимо перший крок до розв’язання цiєї проблеми, розглядаючи її
для скiнченного числа функцiй α0(x), . . . , αn(x), тобто доводимо таку теорему: для до-
вiльної скiнченної послiдовностi неперервних функцiй αk : [0, 1]→ R, де k ∈ {0, 1, . . . , n},
такої, що α0(x) ≥ α1(x) ≥ . . . ≥ αn(x) ≥ 0 для кожного x ∈ [0, 1] iснує така неперервна
функцiя f : [0, 1]2 → R, що Ek(f

x) = αk(x) для кожного x ∈ [0, 1] при k ∈ {0, 1, . . . , n}.
Цей результат i його попередня версiя були анонсованi в тезах [12, 13].
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2. Позначимо, як звичайно, через C[0, 1] банахiв простiр всiх неперервних функцiй
g : [0, 1] → R з нормою ‖g‖ = max{|g(x)| : 0 ≤ x ≤ 1}. Нехай Pn — лiнiйний пiдпростiр
простору C = C[0, 1], що складається з усiх полiномiв степеня не вищого за n. Для
g ∈ C i довiльного n ∈ {0, 1, . . .} покладемо En(g) = inf{‖g − p‖ : p ∈ Pn}.

За теоремою Гаара ([14, c.80]) для кожного n iснує єдиний многочлен rn = Rn(g) ∈
Pn, такий, що En(g) = ‖g−rn‖, який називається многочленом найкращого рiвномiрного
наближення з Pn. При цьому оператор Rn : C → Pn є неперервним вiдносно максимум-
норми ([14]). Зауважимо, що для кожного n ∈ {0, 1, . . .} iснує така функцiя β ∈ C, що
En(β) = 1. Щоб її побудувати, беремо довiльну функцiю g ∈ C\Pn, для якої обов’язково
γ = En(g) > 0, i покладаємо β = g/γ. Тодi En(β) = En(g)/γ = 1.

Почнемо з найпростiшого випадку, коли розглядається одна функцiя.
Символом f ⊗ g ми позначаємо тензорний добуток функцiй f : X → R i g : Y → R,

тобто функцiю h = f ⊗ g : X × Y → R, яка задається на добутку X × Y рiвнiстю
h(x, y) = f(x)g(y).

Теорема 1. Нехай α : [0, 1]→ R — невiд’ємна неперервна функцiя, β : [0, 1]→ R — така
функцiя, що En(β) = 1. Тодi функцiя f = α ⊗ β : [0, 1]2 → R є сукупно неперервною i
для неї En(f

x) = α(x) для кожного x ∈ [0, 1].

Доведення. Для кожного x ∈ [0, 1] на основi додатної однорiдностi функцiї En будемо
мати

En(f
x) = En(α(x)β) = α(x)En(β) = α(x) · 1 = α(x).

3. Для наступної побудови нам буде потрiбний такий варiант теореми про неявну функ-
цiю. Для вiдображення f : X × Y → Z ми покладаємо, як звичайно, fx(y) = fy(x) =
f(x, y) для довiльної точки (x, y) ∈ X × Y .

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y = [0,+∞) i f : X × Y → R — нарiзно
неперервна функцiя, яка строго зростає вiдносно другої змiнної, причому f(x, 0) ≤ 0 i
limy→+∞ f(x, y) = +∞ для кожного x ∈ X. Тодi iснує єдина функцiя g : X → Y , така,
що f(x, g(x)) = 0 для всiх x ∈ X, i ця функцiя є неперервною.

Доведення. Зафiксуємо x з X. Функцiя fx = f(x, ·) : Y → R неперервна i строго зростає
на Y . При цьому

fx(0) = f(x, 0) ≤ 0 i lim
y→+∞

fx(y) = +∞.

Тодi за теоремою про промiжне значення iснує єдине число g(x) ∈ Y , таке, що
fx(g(x)) = 0. Отримана функцiя y = g(x) i є єдиною функцiєю, що задовольняє спiв-
вiдношення f(x, g(x)) = 0 на X.

Доведемо неперервнiсть цiєї функцiї. Нехай x0 ∈ X. Тодi y0 = g(x0) ≥ 0. Розглянемо
окремо випадки: y0 > 0 i y0 = 0.

а) Нехай y0 > 0. Розглянемо довiльне число ε > 0, таке, що 0 < ε < y0. Покладемо
y1 = y0 − ε, y2 = y0 + ε. Зрозумiло, що y1 i y2 — це точки з Y i y1 < y0 < y2. Оскiльки
функцiя fx0 : Y → R строго зростає, то i fx0(y1) < fx0(y0) < fx0(y2), тобто fy1(x0) <
fy0(x0) < fy2(x0). Оскiльки fy0(x0) = f(x0, y0) = f(x0, g(x0)) = 0, то fy1(x0) < 0 < fy2(x0).

Але функцiї fy1 i fy2 неперервнi в точцi x0. Тому iснує такий окiл U точки x0 у
просторi X, що fy1(x) < 0 < fy2(x) для кожного x ∈ U .
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Нехай x ∈ U . Тодi fx(y1) < 0 = fx(g(x)) < fx(y2). Оскiльки fx строго зростає, то i
y1 < g(x) < y2. Отже, при x ∈ U виконується нерiвнiсть g(x0) − ε < g(x) < g(x0) + ε,
тобто |g(x)− g(x0)| < ε, як тiльки x ∈ U . Це показує, що g неперервна в точцi x0.

б) Нехай y0 = 0. Вiзьмемо довiльне ε > 0 i покладемо y1 = ε. Оскiльки y1 = ε >
0 = y0 i функцiя fx0 строго зростає, то 0 = fx0(y0) < fx0(y1) = fy1(x0). З неперервностi
функцiй fy1 випливає, що iснує такий окiл U точки x0 в X, що fy1(x) > 0 для всiх x ∈ U .
Для x ∈ U маємо fx(0) ≤ 0 < fx(y1). Тодi i 0 ≤ g(x) < y1 = ε для всiх x ∈ U , звiдки
негайно випливає, що |g(x)− g(x0)| = g(x) < ε на U . Тому i тут g є неперервною в точцi
x0 функцiєю.

З теореми 2 випливає наслiдок, яким ми власне i будемо користуватися.

Наслiдок 1. Нехай X — топологiчний простiр, Y = [0,+∞), f : X × Y → R — нарiзно
неперервна функцiя, яка строго зростає вiдносно другої змiнної, limy→+∞ f(x, y) = +∞
на X, h0(x) = f(x, 0), h1 : X → R — неперервна функцiя, така, що h1(x) ≥ h0(x) на X.
Тодi iснує єдина функцiя g : X → Y , така, що f(x, g(x)) = h1(x) на X, причому функцiя
g неперервна.

Доведення. Позначимо через f1(x, y) = f(x, y) − h1(x). Функцiя f1 задовольняє умови
теореми 2: f1(x, 0) = h0(x)− h1(x) ≤ 0. За теоремою 2 iснує єдина неперервна функцiя
g : X → Y така, що f1(x, g(x)) = 0 на X. Тому, f(x, g(x)) = h1(x).

4. Нехай en(t) = tn на [0, 1], g ∈ C[0, 1] i rn = Rn(g) — n-й многочлен найкращого
наближення функцiї g. Вслiд за [1], для довiльного n ∈ {1, 2, . . .} введемо функцiю
ϕ : R→ R формулою ϕ(λ) = En−1(g−rn+λen). Наступний результат випливає з теореми
Гаара та властивостей функцiоналу En.

Теорема 3. Функцiя ϕ(λ) = En−1(g − rn + λen) опукла i неперервна, строго зростає на
[0,+∞) i строго спадає на (−∞; 0], причому ϕ(0) = En(g).

Доведення. Зрозумiло, що функцiя ϕ(λ) = En−1(g−rn+λen) є неперервною як компози-
цiя неперервних функцiй. Переконаємося, що наша функцiя опукла, тобто, що для
довiльних чисел α1 ≥ 0 i α2 ≥ 0, таких, що α1 + α2 = 1, i довiльних дiйсних чисел λ1 i
λ2 виконується нерiвнiсть

ϕ(α1λ1 + α2λ2) ≤ α1ϕ(λ1) + α2ϕ(λ2).

Справдi, використовуючи властивостi функцiоналу найкращого наближення, отриму-
ємо

ϕ(α1λ1 + α2λ2) = En−1(g − rn + α1λ1en + α2λ2en) =

= En−1((α1 + α2)g − (α1 + α2)rn + α1λ1en + α2λ2en) =

= En−1(α1(g − rn + λ1en) + α2(g − rn + λ2en)) ≤
≤ En−1(α1(g − rn + λ1en) + En−1(α2(g − rn + λ2en) =

= α1En−1(g − rn + λ1en) + α2En−1(g − rn + λ2en) = α1ϕ(λ1) + α2ϕ(λ2).

Доведемо, що ϕ(λ) ≥ ϕ(0) для кожного λ ∈ R. Знайдемо значення ϕ(λ) в нулi ϕ(0) =
En−1(g − rn) = ‖g − rn‖ = En(g). З iншого боку

ϕ(λ) = En−1(g − rn + λen) ≥ En(g − rn + λen) = En(g) = ϕ(0).

Покажемо, що ϕ(λ) 6= ϕ(0) для кожного λ 6= 0. Нехай це не так, тобто ϕ(λ) = ϕ(0)
для деякого λ 6= 0. Розглянемо для цього λ функцiю h = g − rn + λen, для якої
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En(h) = En(g) = ϕ(0) = ϕ(λ) = En−1(h).

Нехай q = Rn−1(h). Тодi ‖g − rn‖ = En(g) = En−1(h) = ‖h − g‖ = ‖g − rn + λen − q‖.
Отримуємо, що функцiя g має два рiзних многочлени найкращого наближення в Pn, а
саме rn i вiдмiнний вiд нього многочлен p = rn−λen+ q, а це суперечить теоремi Гаара.
Отже, ϕ(λ) > ϕ(0) = En(g) для кожного λ 6= 0.

З доведених властивостей функцiї ϕ випливає, що вона строго зростає на [0,+∞).
Справдi, нехай 0 ≤ λ1 < λ2. Якщо λ1 = 0, то ϕ(λ1) = ϕ(0) < ϕ(λ2) за доведеним вище.
Нехай λ1 > 0. З опуклостi функцiї ϕ для кутових коефiцiєнтiв

k1 =
ϕ(λ1)− ϕ(0)

λ1 − 0
i k2 =

ϕ(λ2)− ϕ(λ1)
λ2 − λ1

отримуємо нерiвнiсть k1 ≤ k2, звiдки випливає, що k2 > 0, адже k1 > 0. Тому ϕ(λ2) −
ϕ(λ1) > 0, тобто ϕ(λ1) < ϕ(λ2). Так само доводиться, що ϕ строго спадає на (−∞; 0].
5. Займемося доведенням основного результату.

Теорема 4. Нехай α0, . . . , αn — невiд’ємнi неперервнi функцiї на [0, 1], такi, що αk−1(x)≥
αk(x) для кожного x ∈ [0, 1] i довiльного k ∈ {1, . . . , n}. Тодi iснує така неперервна
функцiя f : [0, 1]2 → R, що Ek(f

x) = αk(x) для довiльних x ∈ [0, 1] i k ∈ {0, 1, . . . , n}.
Доведення. Iснує така неперервна функцiя βn : [0, 1] → R, що En(βn) = 1. Покладемо
fn = αn ⊗ βn. Тодi за теоремою 1 fn ∈ C[0, 1]2 i En(f

x
n ) = αn(x) для кожного x ∈ [0, 1].

Припустимо, що n > 0, 0 < m ≤ n, i побудовано таку функцiю fm ∈ C[0, 1]2, що
Ek(f

x
m) = αk(x) для всiх x ∈ [0, 1] i k ∈ {m,m + 1, . . . , n}. Покажемо, що iснує така

функцiя fm−1 ∈ C[0, 1]2, що Ek(f
x
m−1) = αk(x) на [0, 1] для k ∈ {m− 1,m, . . . , n}.

Розглянемо вiдображення Rm : C → Pn, яке кожнiй функцiї g ∈ C ставить у вiдпо-
вiднiсть її многочлен найкращого наближення rm = Rm(g) з Pm. Вiдомо, що це вiдобра-
ження є неперервним.Оскiльки функцiя fm : [0, 1]2 → R неперервна за сукупнiстю змiн-
них, то асоцiйоване з нею вiдображення ϕm : [0, 1]→ C[0, 1], ϕm(x) = fx

m, неперервне, а
отже, i композицiя Rm ◦ ϕm : [0, 1]→ Pm є неперервним вiдображенням. Покладемо

rxm = Rm(ϕm(x)) = Rm(f
x
m)

i rm(x, y) = rxm(y) для (x, y) ∈ [0, 1]2. З неперервностi вiдображення Rm ◦ ϕm випливає,
що rm ∈ C[0, 1]2. При цьому rxm — це многочлен найкращого наближення функцiї fx

m

для кожного x ∈ [0, 1].
Покладемо ϕ(x, λ) = Em−1(f

x
m−rxm+λem) для x ∈ [0, 1] i λ ∈ R. Оскiльки вiдображен-

ня (x, λ) 7→ fx
m − rxm + λem : [0, 1] × R → C[0, 1] i Em−1 : C[0, 1] → R неперервнi, то

функцiя ϕ неперервна за сукупнiстю змiнних. Крiм того, за теоремою 3 функцiя ϕx

строго зростає на [0,+∞) i

ϕx(0) = Em−1(f
x
m − rxm) = Em(f

x
m) = αm(x) ≤ αm−1(x).

Тому за наслiдком з теореми 2 про неявну функцiю iснує неперервна функцiя µ : [0, 1]→
[0,+∞), така, що ϕ(x, µ(x)) = αm−1(x) на [0, 1]. Покладемо fm−1(x, y) = fm(x, y) −
rm(x, y) + µ(x)ym. Зрозумiло, що fm−1 ∈ C[0, 1]2. При цьому

Em−1(f
x
m−1) = Em−1(f

x
m − rxm + µ(x)em) = ϕ(x, µ(x)) = αm−1(x)

на [0, 1]. Крiм того, при k ≥ m

Ek(f
x
m−1) = Ek(f

x
m − rxm + µ(x)em) = Ek(f

x
m) = αk(x)

на [0, 1], бо −rxm + µ(x)em ∈ Pk.



224 Г. А. ВОЛОШИН, В. К. МАСЛЮЧЕНКО

ЛIТЕРАТУРА

1. Bernstein S.N. Sur le problème inverse de la theorie de la meilleure approximation des fonctions continues
// Comp. Rend. – 1938. – V.206. – P. 1520–1523.

2. Никольский С.M. Приближение многочленами функций действительного переменного // Mате-
матика в СССР зa 30 лет. – M.-Л.: ГИTTЛ, 1948. – C. 288–318.

3. Tиман A.Ф. Теория приближений функций действительного переменного. – M.: Физмaтгиз, 1960.
– 624 с.

4. Шведов А.С. Существование елемента с заданными величинами наилучших приближений. –
Москва: Инст. прикл. матем. АН СССР им. М.В. Келдыша, 1982. – Препр. №55. – 20 с.

5. Шведов А.С. Существование елемента с заданной последовательностью наилучших прибли-
жений // Теория приближений функций. Труды Межд. конф. по теор. приближ. функ. – Киев,
1983. – М.: Наука, 1987. – С. 473–475.

6. Lewicki G. A theorem of Bernstein’s type for linear projections // Zeszyty naukowe Universytetu Jagi-
ellonskiego Acta Mathematica. – 1988. – V.27. – P. 23–27.

7. Васильев А.И. Обратная задача теории наилучшего приближения в F -пространствах // Докл.
РАН. – 1999. – С. 583–585.

8. Бородин П.А. К задаче существования элемента с заданными уклонениями от расширяющейся
системы подпространств // Мат. заметки. – 2006. – V.80, №5. – С. 657–667.

9. Maslyuchenko V.K., Voloshyn H.A. On one Bernstein’s theorem // Intern. Scient. Conf. ”Infinite di-
mensional analysis and topology” (May 27-June 1, 2009). Abstracts. – Ivano-Frankivsk, 2009. – P. 24–26.

10. Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Узагальнення однiєї теореми Бернштейна // Матем. вiсн. НТШ.
– 2009. – T.6. – C. 62–72.

11. Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Многочлени Бернштейна i нарiзно неперервнi функцiї // Наук.
вiсн. Чернiвец. ун-ту. – Чернiвцi: Рута, 2007. – Вип. 336-337. – C. 52–56.

12. Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Про функцiональне узагальнення однiєї теореми Бернштейна //
Мiжн. конф. до 100-рiччя М.М. Боголюбова та 70-рiччя М.I. Нагнибiди (8–13 червня, 2009). Тези
доповiдей. – Чернiвцi, 2009. – С. 149–150.

13. Волошин Г.А., Маслюченко В.К. До питання про узагальнення однiєї теореми Бернштейна //
FM 2009 Conf. “Functional Methods in Approximation Theory and Operator Theory III” dedicated to
the memory of V.K. Dzyadyk (1919-1998) (August 22-26, 2009). Abstracts. – Kyiv, 2009. – C. 106–107.

14. Kroo A. The continuoty of best approximatious// Acta Math. Acad. Sci. Hungary – 1977. – V.30.–
P. 175–188.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Ю.Федьковича
math.analysis.chnu@gmail.com

Надiйшло 1.09.2009


