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Óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñàìîïîäîáíûõ ãðóïï.

Â 1968 ãîäó Äæ. Ìèëíîð ([1]) ïîñòàâèë âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãðóïï, ó êîòîðûõ
ôóíêöèÿ ðîñòà ðàñòåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåííîé ôóíêöèè è ìåäëåííåå ïîêàçàòåëüíîé.
Òàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà.

Ôóíêöèÿ ðîñòà êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ãðóïïû G ñ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ S îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

γG,S(n) = #{g ∈ G : lS(g) ≤ n},
ãäå lS(g) � äëèíà ýëåìåíòà g îòíîñèòåëüíî S. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f1(n) ðà-
ñòåò íå áûñòðåå, ÷åì f2(n): f1(n) ¹ f2(n), åñëè íàéäåòñÿ c > 0, òàêîå, ÷òî f1(n) ≤ f2(cn),
äëÿ ëþáûõ n ∈ N. Åñëè f1(n) ¹ f2(n) è f2(n) ¹ f1(n), òî ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû:
f1(n) ∼ f2(n). Ôóíêöèè ðîñòà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïû ïðè ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ
ñèñòåìàõ ïîðîæäàþùèõ ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóí-
êöèè ðîñòà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè γG(n). Â ðàáîòå [2] Ð. È. Ãðèãîð÷óê ïîêàçàë,
÷òî ãðóïïà Gr, ïîñòðîåííàÿ â [3], èìååò ïðîìåæóòî÷íûé ðîñò, òåì ñàìûì îòâåòèâ íà
âîïðîñ Ìèëíîðà.

Èññëåäóÿ ôóíêöèè ðîñòà ãðóïïû, ìû ÷àñòî ìîæåì óçíàòü äðóãèå âàæíåéøèå åå
õàðàêòåðèñòèêè. Òàê, åñëè ãðóïïà G ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
(ðàñòåò ñóáýêñïîíåíöèàëüíî), òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

n
√

γG(n) = 1,

òî G ÿâëÿåòñÿ àìåíàáåëüíîé, à åñëè ìåäëåííåå êàêîé-ëèáî ñòåïåííîé ôóíêöèè, òî G

ïî÷òè íèëüïîòåíòíà ([4]). Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè ðîñòà áåñêîíå÷íûõ íå ïî-
÷òè íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï íàèáîëåå âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: ðàñòåò ëè
ãðóïïà ýêñïîíåíöèàëüíî èëè ñóáýêñïîíåíöèàëüíî.

Â äàííîé ðàáîòå ìû óñòàíàâëèâàåì óñëîâèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñàìîïîäî-
áíûõ ãðóïï.

Ãðóïïà G, äåéñòâóþùàÿ íà áåñêîíå÷íîì ðåãóëÿðíîì êîðíåâîì d-äåðåâå T (d) (îò êà-
æäîé âåðøèíû âíèç èñõîäèò ðîâíî d ðåáåð) íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé, åñëè ìíîæåñòâî
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îãðàíè÷åíèé äåéñòâèé åå ýëåìåíòîâ íà êàæäîì ïîääåðåâå ñîâïàäàåò ñ G. Â êëàññå ñà-
ìîïîäîáíûõ ãðóïï íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ãðóïï ñ óíèêàëü-
íûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ñðåäè òàêèõ ãðóïï íàõîäÿòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû
ãðóïï Áåðíñàéäîâà òèïà (ïåðèîäè÷åñêèõ áåñêîíå÷íûõ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ãðóïï).
Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è ãðóïïà Ãðèãîð÷óêà Gr è èçâåñòíûå p-ãðóïïû Ãóïòà-Ñèäêè ([5]).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà v äåðåâà T = T (d) íàõîäèòñÿ íà óðîâíå m > 0, åñëè
ýòà âåðøèíà óäàëåíà îò êîðíåâîé âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè m. Ðåãóëÿðíîå êîðíåâîå äå-
ðåâî Tv ñ êîðíåâîé âåðøèíîé v ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì äåðåâà T è ñîâïàäàåò ñ íèì ïîñëå
îòîæäåñòâëåíèÿ êîðíåâûõ âåðøèí ýòèõ äåðåâüåâ. ßñíî, ÷òî ÷èñëî äåðåâüåâ ñ êîðíåâîé
âåðøèíîé óðîâíÿ m ðàâíî dm. Ìíîæåñòâî âåðøèí óðîâíÿ m îáîçíà÷èì V (m). Ïóñòü
G ≤ AutT - ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà. Ñóæåíèå äåéñòâèÿ ýëåìåíòà g ∈ G íà ïîääåðåâî äå-
ðåâà T ñ êîðíåâîé âåðøèíîé v ∈ V (m) (ñóæåíèå âäîëü v) íàçîâåì ïðîåêöèåé ýëåìåíòà g è
îáîçíà÷èì g|v. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî g|v � ýòî ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà g íà óðîâåíü m.

Ðàññìîòðèì ñàìîïîäîáíóþ ãðóïïó, äëÿ êîòîðîé ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó ïîðîæäà-
þùèõ

S = {α1, . . . , αs1 , β1, . . . , βs2}
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ýëåìåíòû α1, . . . , αs1 ïåðåñòàâëÿþò òîëüêî ïîääåðåâüÿ ñ
êîðíåâûìè âåðøèíàìè ìíîæåñòâà V (m), äëÿ m ≤ const(G) ∈ N. Òàêèå ýëåìåíòû íàçîâåì
ôèíèòàðíûìè. Êàê ñëåäñòâèå, ãðóïïà A(G) = 〈α1, . . . , αs1〉 � êîíå÷íàÿ. Ýëåìåíòû βi,
i = 1, . . . , s2 îáëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî βi|vj

∈ A � ôèíèòàðíûé ýëåìåíò äëÿ âñåõ j,
çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî j = j(i) äëÿ êîòîðîãî ñóæåíèå βi|vj(i)

ëåæèò âî ìíîæåñòâå
{β1, . . . , βs2}. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò g ∈ G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå

g = (βa1
i1

)n1 · · · · · (βak
ik

)nk · ak+1, (1)
ãäå a1, . . . , ak+1 ∈ A(G). Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû βi, i = 1, . . . , s2 íàçîâåì àêòèâíûìè è
äëèíó ýëåìåíòà g áóäåì âû÷èñëÿòü â òåðìèíàõ äëèí àêòèâíûõ ïîðîæäàþùèõ. Îáîçíà-
÷èì

B(G) = {βa
i : i = 1, . . . , s2; a ïðîáåãàåò ìíîæåñòâîA}.

Òàêèì îáðàçîì, äëèíîé ýëåìåíòà g íàçîâåì ÷èñëî
lS(g) =

∑k
j=1 nj + λ(ak+1),

äëÿ íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà g âèäà (1), ãäå λ(a) = 1, åñëè
a ∈ A(G), a 6= 1G è λ(1G) = 0. Òàêîìó îïðåäåëåíèþ äëèíû ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íàÿ
ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ

S = S(G) = A(G) ∪B(G) ∪B(G)−1

ãðóïïû G, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå êîððåêòíîå. Ñàìîïîäîáíûå ãðóïïû, äîïóñêàþùèå óêà-
çàííîå âûøå çàäàíèå â âèäå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ, íàçîâåì ïëîñêèìè ñàìîïîäî-
áíûìè ãðóïïàìè. Êëàññ ïëîñêèõ ñàìîïîäîáíûõ ãðóïï äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Òàê, ïëî-
ñêèìè ñàìîïîäîáíûìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû èòåðèðîâàííûõ ìîíîäðîìèé êâàäðà-
òè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ (îïðåäåëåíèå ñì. [6]).

Ãîâîðÿò, ÷òî êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà G íå èìååò ðàñòÿãèâàíèÿ,
åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lS(g) ≥
∑

v∈V (1)
lS(g|v), (2)

äëÿ âñåõ g ∈ G. Èç îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî ïëîñêèå ñàìîïîäîáíûå ãðóïïû íå èìåþò
ðàñòÿãèâàíèÿ ïðè S = S(G).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà G èìååò ñòÿãèâàíèå
óðîâíÿ N , åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S è äëÿ íåêîòîðûõ N, M ∈ N,
0 < λ < 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ · lS(g) ≥ ∑
v∈V (N) lS(g|v),

äëÿ âñåõ g ∈ ΓG(n), n ≥ M . ßðêèì ïðåäñòàâèòåëåì ãðóïï, èìåþùèõ ñòÿãèâàíèå, ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâàÿ ãðóïïà Ãðèãîð÷óêà Gr.

Ïóñòü G � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íå èìååò ðàñòÿãè-
âàíèÿ äëÿ ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ S. Ïðåäìåòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðîñò
ìíîæåñòâà

ΓG(n) = {g : lS(g) ≤ n}.
Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N , ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ äëèíû ≤ n ó êîòî-
ðûõ íåò ñîêðàùåíèé äëèí ñëîâ ïðè ïðîåêöèÿõ äî óðîâíÿ N

Γ
{N}
G (n) = {g ∈ ΓG(n) : lS(g) =

∑
v∈V (N) lS(g|v)}.

Òàêîå ìíîæåñòâî íàçîâåì ãðàíè÷íûì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ΓG(n).
Ìíîæåñòâî M ⊆ G íàçûâàåòñÿ N -çàâèñèìûì ìîùíîñòè KN äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-

ðàëüíîãî N â ãðóïïå G, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå KN ≥ 1, ÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ M ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïðîåêöèé ϕN(g) = (g|v1 , . . . , g|vdN

) ìíîæåñòâî
Hj,N(g, M) = {h ∈ M : h|vi

= g|vi
äëÿ âñåõ i 6= j}

èìååò îãðàíè÷åííóþ ìîùíîñòü |Hj,N(g,M)| ≤ KN äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , dN}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ãðóïïà èìååò ñòÿãèâàíèå óðîâíÿ N , òî åå ãðàíè÷íîå ìíîæå-

ñòâî Γ
{N}
G (n) êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ìíîæåñòâî N -çàâèñèìî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ñèòóàöèþ íà êëàññ ãðóïï ñ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùè-
ìè ãðàíè÷íûìè ìíîæåñòâàìè. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ðîñò ïëîñêîé ñàìîïîäîáíîé
ãðóïïû G òåñíî ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè ãðàíè÷íîãî ìíîæåñòâà. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ñâåðõó ðîñòà ãðóï-
ïû Ãðèãîð÷óêà, ïðåäëîæåííîå àâòîðîì â ðàáîòå [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G ≤ Aut Td � ïëîñêàÿ ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäàåìàÿ ìíîæå-
ñòâîì

S = A(G) ∪B(G) ∪B(G)−1.

Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî Γ
{N}
G (n) ÿâëÿåòñÿ N -çàâèñèìûì äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N ,

òî ãðóïïà G èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò. Áîëåå òîãî, âåðíà îöåíêà

γG(n) ¹ eψ(n), ψ(n) =
n

log n
. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãðóïïà, óêàçàííàÿ â óñëîâèè òåîðåìû, è S � ñèñòåìà
ïîðîæäàþùèõ G. Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N , ìíîæåñòâî Γ

{N}
G (n)

ÿâëÿåòñÿ N -çàâèñèìûì ìîùíîñòè KN . Ïîêàæåì îöåíêó (3) äëÿ R(n) = |ΓG(n)|.
Îöåíèâàòü ðîñò ôóíêöèè R(n) áóäåì ïî èíäóêöèè. Òàê êàê îöåíêà äàåòñÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, òî îñíîâàíèå X ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè è îñíîâàíèå ëîãà-
ðèôìà â ôîðìóëå (3) ìîæíî âûáðàòü ëþáûìè. Ïóñòü, S = |S| + 1, log � íàòóðàëüíûé
ëîãàðèôì. Îáîçíà÷èì,

D = log(2dN + 1), N = d25NdN
.

Óïîðÿäî÷èì âåðøèíû óðîâíÿ N : v1, . . . , vdN è ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ∈
G ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé ϕN(g) = (g|v1 , . . . , g|vdN

). Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû G ≤
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Aut Td, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ h ñ óñëîâèåì ϕN(g) = ϕN(h). Ïóñòü IN �
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîåêöèé
íà óðîâåíü N (îíî îãðàíè÷åíî ïîðÿäêîì ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîíå÷íîãî äåðåâà).
Ïîëîæèì, X = max{Slog N

, IN ·N, (dN · IN)dN
, K3DdN

N }.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

R(n) ≤ X
n

log n (4)
äëÿ âñåõ n ∈ N. Â ñèëó X > 1 è îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòà ôóíêöèé, ìû òàêèì
îáðàçîì äîêàæåì îöåíêó (3).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà S
log N ≤ X, èìååì

R(N) ≤ S
N

= (S
log N

)
N/log N

≤ XN/log N .

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà (4) äëÿ âñåõ n ≤ N .
Ñ÷èòàÿ âûïîëíåííîé áàçó èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì âåðíîñòü íàøåé îöåíêè äëÿ âñåõ

ìíîæåñòâ R(x), N ≤ x < n. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî ïðè x = n.
Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}, αn = D

log n
, n ∈ N. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà ΓG(n) íà äâà äèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâà
Γ
{N}
1 (αn, n) = {g ∈ ΓG(n) : (1− αn) · lS(g) ≥ ∑

v∈V (N) lS(gv)}
è

Γ
{N}
2 (αn, n) = ΓG(n)\Γ{N}1 (αn, n).

Ïåðâîå ìíîæåñòâî õàðàêòåðèçóåò ýëåìåíòû ãðóïïû G ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøèìè ñî-
êðàùåíèÿìè ñëîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè, âòîðîå ìíîæåñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûìè ñî-
êðàùåíèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî Γ

{N}
G (n) ⊆ Γ

{N}
2 (αn, n).

Îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâ Γ
{N}
1 (αn, n) è Γ

{N}
2 (αn, n) ñ ðîñòîì n. Áóäåì îöåíèâàòü

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ íàìè ìíîæåñòâ ïî èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ
íà ïðîåêöèÿõ óðîâíÿ N .
1. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî |Γ{N}1 (αn, n)| < Xψ(n)/2. Ïóñòü, ψ′(n) � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ðàâåíñòâó |Γ{N}1 (αn, n)| = Xψ′(n). Äîïóñòèì, ÷òî g ∈ Γ

{N}
1 (αn, n), lS(g|vi

) = ni.
Òîãäà, ÷èñëà ni óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∑dN

i=1 ni ≤ (1− αn)n.
Ïóñòü L(m,n) � ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ (óïîðÿäî÷åííûõ) ñóìì ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà n

íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ñëàãàåìûìè â êîëè÷åñòâå m. ßñíî, ÷òî L(1, n) = 1, äëÿ n ≥ 0
è L(m,n) =

∑n
k=0 L(m− 1, k). Îòñþäà ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî L(m,n) ≤ (n + 1)m−1.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ {n1, . . . , ndN} ÷èñëà (1−αn) ·n ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
{g ∈ Γ

{N}
1 (αn, n) : lS(g|vi

) ≤ ni}
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó (ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ íà ïðîåêöèÿõ)
÷èñëîì IN ·

∏
ni

Xψ(ni). Ñëåäîâàòåëüíî,

Xψ′(n) ≤ IN · L(dN , (1− αn)n) ·max
{ ∏

ni
Xψ(ni) : n1, . . . , ndN

}
.

Ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâà äîñòèãàåòñÿ, â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Xψ(n), ïðè âñåõ
îäèíàêîâûõ (è ìàêñèìàëüíûõ) çíà÷åíèÿõ n1, . . . , ndN . Îòñþäà,

ψ′(n) ≤ logX(IN) + (dN − 1) · logX((1− αn)n + 1) + dN · ψ (
1−αn

dN n
)
.

Èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèè ψ(x) ïðè x < n, ñëåäóåò

dN · ψ
(

1− αn

dN
n

)
≤ (1− αn)n

log(1−αn

dN n)
=

n(log n−D)

log n(log n− cn)
,
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äëÿ cn = log log n− log(log n−D) + N log d.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî cn óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë log dN .
Ïðè÷åì, äëÿ n ≥ N âåðíî íåðàâåíñòâî cn ≤ log(1.5dN) < D. Îáîçíà÷èì, c′n = D − cn.
Èìååì, (çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåé îöåíêå cn íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå log dN)

ψ′(n) ≤ dN · logX(IN · n) +
n(log n−D)

log n(log n− cn)
≤ n

log n
+

+
n

log n
·
(

dN · logX(IN · n) · log n

n
− c′n

log n− log dN

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îòðèöàòåëüíîå ïðè n ≥ N . Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæå-
íèå â ñêîáêàõ A(n, d, N) óáûâàåò ñ ðîñòîì n. Ïîýòîìó äëÿ n ≥ N , ìû ïîëó÷àåì

A(n, d, N) ≤ dN · logX(IN ·N) · log(N)

N
− log(2dN + 1)− log(1.5dN)

25NdN log d− log dN

è â ñèëó X ≥ IN ·N
A(n, d,N) ≤ dN · 25NdN log d

d25NdN − log(4/3)

N log d(25dN − 1)
.

Ìàêñèìóì A(N, d, N) äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ d è N . Ïðî-
ñòîé ïîäñ÷åò ïðè d = 2 è N = 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî A(n, d, N) < 2−43 − log(4/3)

49
< −0.005.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ≥ N > 212 è X > 2, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü òàêæå, ÷òî
ψ′(n) ≤ n

log n
− logX 2

äëÿ âñåõ n ≥ N è |Γ{N}1 (αn, n)| ≤ Xψ(n)/2 ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâûé ñëó÷àé.
2. Îöåíèì òåïåðü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Γ

{N}
2 (αn, n). Ïóñòü T (n) = |Γ{N}(n)|. Èç óñëîâèÿ

òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêöèé ϕN(g) = (g|v1 , . . . , g|vdN
) óðîâíÿ N

ýëåìåíòà g ∈ Γ
{N}

(n) ëþáûå dN − 1 ýëåìåíò îïðåäåëÿþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, îãðàíè-
÷åííîå ïî ìîùíîñòè ÷èñëîì KN , â êîòîðîì íàõîäèòñÿ îñòàâøèéñÿ ýëåìåíò. Ïóñòü

g = (βa1
i1

)n1 · · · · · (βak
ik

)nk · ak+1

ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé â íåñîêðàòèìîì âèäå. Çàìåòèì, ÷òî βa
i |v = βi|w, ãäå w � âåð-

øèíà, â êîòîðóþ ýëåìåíò a ∈ A ïåðåâåë âåðøèíó v. Ðàññìîòðèì â ãðàôè÷åñêîì âèäå
âñå ïðîåêöèè ýëåìåíòà g íà óðîâåíü N , çàïèñûâàÿ ñîêðàùåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ëèøü â
ãðóïïå A

g|vi
P hi,1hi,2 . . . ,

ãäå hi,j ∈ B(G)∪B(G)−1. Áóäåì ÷èòàòü ñëîâî g (ñ áóêâàìè èç ìíîæåñòâà B(G)∪B(G)−1)
ñëåâà íàïðàâî äî òåõ ïîð ïîêà íè îäíó èç ïðîåêöèé óðîâíÿ N ÷èòàåìîãî ôðàãìåíòà
íåëüçÿ ïåðåïèñàòü â ãðóïïå G íà ñëîâî ìåíüøåé äëèíû (òî åñòü, äî òåõ ïîð ïîêà íà
êàæäîé ïðîåêöèè ôðàãìåíò ñëîâà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî äëèíå â ãðóïïå G). Ìà-
êñèìàëüíî âîçìîæíîå òàêîå ñëîâî íàçîâåì áëîêîì è îáîçíà÷èì B(g)1. Ïîëó÷èâ òàêîå
ñëîâî ìû äàëåå ìîæåì ïðîäîëæèòü ÷òåíèå ñëîâà g (íà÷èíàÿ ñ áóêâû, íå âîøåäøåé
â ïðåäûäóùèé áëîê) è àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èòü âòîðîå ñëîâî B(g)2 è
òàê äàëåå. ×èñëî òàêèõ áëîêîâ íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî ñîêðàùåíèé (â ãðóïïå G)
â ñëîâàõ-ïðîåêöèÿõ íà óðîâåíü N , òî åñòü ÷èñëà αnn, òàê êàê êàæäàÿ áóêâà ñëîâà g
ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò äàâàòü áîëåå îäíîãî ñîêðàùåíèÿ ñðåäè âñåõ ñëîâ-
ïðîåêöèé îäíîãî óðîâíÿ (êàæäàÿ áóêâà ìíîæåñòâà B(G) èìååò ëèøü îäèí àêòèâíûé
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ýëåìåíò íà ïðîåêöèè, â ñèëó òîãî, ÷òî G � ïëîñêàÿ ãðóïïà). Ïî îïðåäåëåíèþ, êàæäîå
ñëîâî B(g)s ∈ Γ

{N}
(n) è g = B(g)1B(g)2 . . . .

Îöåíèì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Γ
{N}
2 (αn, n) ïðè ïîìîùè dN − 1-îãî ìíî-

æåñòâà ýëåìåíòîâ ïðîåêöèé íà óðîâåíü N . Çàôèêñèðóåì j, 1 ≤ j ≤ dN è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî B(j) òàêèõ ýëåìåíòîâ g ∈ Γ

{N}
2 (αn, n) ó êîòîðûõ ïðîåêöèÿ íà âåðøèíó vj

èìååò (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ â ãðóïïå G) ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè
ïðîåêöèÿìè. Îáîçíà÷èì, τ = dN−1

dN . ßñíî, ÷òî ñóììà äëèí îñòàâøèõñÿ ïðîåêöèé íå áîëåå
τn. Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì N -çàâèñèìîñòè êàæäîãî áëîêà. Îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæå-
ñòâà B(j). Òàê êàê ÷èñëî áëîêîâ ≤ αnn, òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B(j)
ìîæíî îöåíèòü ñ ó÷åòîì çàâèñèìîé ïðîåêöèè íà âåðøèíå vj ÷åðåç ÷èñëî ýëåìåíòîâ íà
îñòàëüíûõ ïðîåêöèÿõ, óìíîæåííîå íà Kαnn

N . ×èñëî ýëåìåíòîâ íà îñòàëüíûõ ïðîåêöèÿõ
îöåíèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îöåíêîé ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Γ

{N}
1 (αn, n), à èìåííî:

|B(j)| ≤ IN ·Kαnn
N · L(dN − 1, τn) · max

n1,...,n
dN

∏

ni,i 6=j

R(ni),

è ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì {n1, . . . , nj−1, nj+1, . . . , ndN} ÷èñëà τn. Ïóñòü
ψ′′(n) òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî |Γ{N}2 (αn, n)| = Xψ′′(n). Òàêèì îáðàçîì,

Xψ′′(n) ≤ CN ·Kαnn
N · (τn + 1)dN−2 ·

∏

ni,i 6=j

R(ni),

ãäå CN = dN · IN è ÷èñëà ni óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
dN∑

i=1,i6=j

ni ≤ τn.

Êàê è â ñëó÷àå îöåíêè ïåðâîãî ìíîæåñòâà, ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ïî èíäóêöèè äîñòè-
ãàåòñÿ â ñëó÷àå ni = τn

dN−1
. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

Xψ′′(n) ≤ CN ·Kαnn
N · (τn + 1)dN−2 ·

(
Xψ( n

dN )
)dN−1

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà,
dN − 2 < dN , τn + 1 < n è ψ

( n

dN

)
≤ n

dN log n
dN

,

ïîëó÷àåì îöåíêó
ψ′′(n) ≤ logX CN + αnn logX KN + dN logX n +

τn

log n− log dN
=

n

log n
· A′(n,N, X),

ãäå

A′(n,N, X) = logX CN · log n

n
+ D · logXKN + dN logX n · log n

n
+ τ · log n

log n− log dN
. (5)

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû A′(n,N, X) ïðè n ≥ N è âûáðàííîì X. Òàê êàê
n ≥ N > e5D, òî

log n

n
<

5 · log(2dN + 1)

(2dN + 1)5
<

5

(2dN)4
.

Ïîñëåäíåå ÷èñëî ìîæíî ãðóáî îöåíèòü ÷èñëîì 1
24

â ñèëó d ≥ 2, N ≥ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â ñèëó íåðàâåíñòâà X ≥ CdN

N , èìååì logXCN ≤ 1
dN è ïåðâîå ñëàãàåìîå â A′(n,N, X)

ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì 1
24dN .

Èç íåðàâåíñòâà X ≥ K3DdN

N ñëåäóåò îöåíêà âòîðîãî ñëàãàåìîãî
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D · logXKN ≤ 1

3dN
.

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå A3 = dN logX n · log n
n

. Èç íåðàâåíñòâ n ≥ N > e5D ñëåäóåò

A3 < dN 5D logX e · 5D
(2dN + 1)5

<
25D2

2 · (2dN + 1)4 log X
<

25

2 · (2dN + 1)2 log X
.

Òàê êàê 2dN + 1 ≥ 5, òî A3 ≤ 25
20·dN log X

. Ïî óñëîâèþ, X ≥ S
log N

> 325 > e15, ïîýòîìó
âûïîëíÿåòñÿ A3 < 1

12·dN .
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå τ + τ · log dN

log n−log dN . Â ñèëó n ≥ d25NdN , èìååì

τ · log dN

log n− log dN
≤ dN − 1

dN
· log dN

25 log dN · dN − log dN
<

1

24dN
.

Â èòîãå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

ψ′′(n) <
n

log n
·
(

1

24dN
+

1

3dN
+

1

12dN
+ 1− 1

dN
+

1

24dN

)
=

n

log n
·
(

1− 1

2dN

)
.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî logX 2 ≤ n
2dN ·log n

, äëÿ n ≥ N . Îòñþäà,

ψ′′(n) ≤ n

log n
− logX 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè ÷òî
R(n) ≤ Xψ′(n) + Xψ′′(n) ≤ 2 ·Xψ(n)/2 = X

n
log n .

Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (3) äîêàçàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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