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Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ í�åòåðîâîñòè, à òàêæå ôîðìóëà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èíäåêñà íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆,
îïåðàòîðû ñäâèãà è ñîïðÿæåíèÿ, äëÿ ïàðû ïîëèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷. Ïóñòü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Ëÿïóíîâà Γ îãðàíè÷èâàåò êî-
íå÷íóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G, 0 ∈ G. Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîíòóð Γ èìåë
ãëàäêîñòü ïîðÿäêà n − 1. Çàäàí òàêæå äèôôåîìîðôèçì α(t), ïåðåâîäÿùèé Γ â ñåáÿ ñ
ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè (α = α+(t)) èëè ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè (α = α−(t)). Ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî inft∈Γ |α′(t)| > 0 è α′(t) ∈ Hλ(Γ), 0 < λ 6 1, ãäå Hλ(Γ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñ-
òâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà Γ óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì λ.

×åðåç Ep(G) (1 < p < ∞) îáîçíà÷èì êëàññ Ñìèðíîâà àíàëèòè÷åñêèõ â G ôóí-
êöèé, ïðåäñòàâèìûõ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè ñ ïëîòíîñòÿìè èç Lp(Γ). Ïóñòü òàêæå
W

(r)
p (Γ) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé ϕ ∈ Lp(Γ), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâî-

äíûå ϕ(k) ∈ Lp(Γ) (k ∈ {1, 2, . . . , r}), ïðè ýòîì W
(0)
p (Γ) = Lp(Γ). Ââåäåì îïåðàòîðû:

(Iϕ)(t) = ϕ(t), (Cϕ)(t) = ϕ(t), (Vα±ϕ)(t) = ϕ[α±(t)],

(SΓϕ)(t) =
1

πi
v.p.

∫

Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ (t ∈ Γ), PΓ = (I + SΓ)/2,

QΓ = I − PΓ, ∆ =
1

2

∂

∂t
· 1

2

∂

∂t
=

1

4

∂2

∂t∂t
.

Îïåðàòîð ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ SΓ ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâà

L+
p (Γ) = Im PΓ

∣∣
Lp(Γ)

,

ãäå �
∣∣� � ñóæåíèå îïåðàòîðà, è W

(r)+
p (Γ) = W

(r)
p (Γ) ∩ L+

p (Γ).
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Îïåðàòîð ∆ ïîðîæäàåò äâå ñîâîêóïíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Di =
∑n−1

j=0
aij(t)∆

j, i ∈ {1, 2, . . . , n}; (1)

D̃i =
∑n−1

j=0
bij(t)∆

j, i ∈ {1, 2, . . . , n}, (2)

ãäå aij(t) è bij(t) (i ∈ {1, 2, . . . , n}, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}), çàäàííûå è íåïðåðûâíûå íà
êîíòóðå Γ ôóíêöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ([1]) îá îòûñêàíèè ïàðû ïîëèàíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G è
H�íåïðåðûâíûõ íà G ∪ Γ ôóíêöèé âèäà

F1(z, z) =
∑n−1

k=0
ϕk(z)zk, (3)

F2(z, z) =
∑n−1

k=0
ψk(z)zk, (4)

ϕk, ψk ∈ Ep(G) (k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}), óãëîâûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ F1(t, t) è
F2(t, t) ïî÷òè âñþäó íà Γ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèé:

DiF1(t, t) = D̃iF2(t, t) + hi(t), i ∈ {1, 2, . . . , n}, (5)

DiF1[α+(t), α+(t)] = D̃iF2(t, t) + hi(t), i ∈ {1, 2, . . . , n}, (6)
DiF1[α−(t), α−(t)] = D̃iF2(t, t) + hi(t), i ∈ {1, 2, . . . , n}, (7)

ãäå âûðàæåíèÿ â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ çàäà÷ (6) è (7) áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì (i ∈ {1, 2, . . . , n}, j ∈ {1, 2})

DiFj[α(t), α(t)] = DiFj(τ, τ)
∣∣
τ=α(t)

, D̃iFj[α(t), α(t)] = D̃iFj(τ, τ)
∣∣
τ=α(t)

.

Ãðàíè÷íûå çàäà÷è (5)�(7) ðàññìàòðèâàåì â Wp�ïîñòàíîâêå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðà-
íè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (3) è (4) ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì ϕk, ψk ∈ W

(k)+
p (Γ) (k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}), à ïðàâûå ÷àñòè hi(t)

(i ∈ {1, 2, . . . , n}) � çàäàííûå ôóíêöèè èç Lp(Γ).
Íàïîìíèì ([2]), ÷òî ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ í�åòåðîâûì,

åñëè åãî îáðàç çàìêíóò, à äåôåêòíûå ÷èñëà α = dim ker U è β = dim coker U êîíå÷íû, ïðè
ýòîì öåëîå ÷èñëî ind U = α− β íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì îïåðàòîðà U . Ïîä í�åòåðîâîñòüþ è
èíäåêñîì êðàåâîé çàäà÷è Uf = h áóäåì ïîíèìàòü, ñîîòâåòñòâåííî, í�åòåðîâîñòü è èíäåêñ
îïåðàòîðà U . Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà, èäåÿ êîòîðîãî èçëîæå-
íà, íàïðèìåð, â [3], íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ í�åòåðîâîñòè, à òàêæå
ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ èíäåêñà çàäà÷ (5)�(7). Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], êàñàþùèåñÿ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îòìåòèì,
÷òî äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [5].
2. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé. Ïóñòü L(X, Y ) � ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y, L(X) = L(X,X), Xn � ïðîñòðàíñòâî n�ìåðíûõ
âåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç X, Xn×n � ïðîñòðàíñòâî n× n ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç X.

Ïóñòü

F (t, t) =
n−1∑

k=0

fk(t)t
k, fk ∈ W (k)+

p (Γ), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
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Íåïîñðåäñòâåííî íàõîäèì

∆kF (t, t) =
∑n−1

i=k

i(i− 1) . . . (i− k + 1)

4k
f

(k)
i (t)t

i−k
,

ãäå k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, ∆0F (t, t) = F (t, t).
Ïîëàãàÿ i− k = j, ïîëó÷èì

∆kF (t, t) =
1

4k

n−k−1∑
j=0

(j + k)(j + k − 1) . . . (j + 1)f
(j)
k+j(t)t

j
(k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}).

Ïóñòü
r
(k)
j =

{ (j + k)(j + k − 1) . . . (j + 1) , 0 6 j 6 n− k − 1,
0 , n− k 6 j 6 n− 1,

(k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, r
(0)
j = 1, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}). Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

∆kF (t, t) =
1

4k

∑n−1

j=0
r
(k)
j f

(k)
k+j(t)t

j
(k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}). (8)

Ââåäåì ìàòðèöû-ôóíêöèè ðàçìåðà n× n

A(t) = ‖aij(t)|| i∈{1,2,...,n}
j∈{0,1,...,n−1}

, B(t) = ‖bij(t)‖ i∈{1,2,...,n}
j∈{0,1,...,n−1}

,

ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó Cn×n(Γ). ßñíî, ÷òî ýòè ìàòðèöû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
ñîâîêóïíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (1) è (2).

Ââåäåì òàêæå n× n ìàòðèöû-ôóíêöèè

Rs(t) =
t
s

4s
diag {r(k)

s }n−1
k=0 , As(t) = A(t)Rs(t), Bs(t) = B(t)Rs(t), (s ∈ {0, 1, . . . , n− 1}).

Ðàññìîòðèì íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû

U1 = ‖uks‖n
k,s=1, ãäå uks =

{ 1, s = k + 1,
0, s 6= k + 1,

Uj = U2
j−1 = U2j−1

1 (j ∈ {2, 3, . . . , n}).

Ïóñòü D � îïåðàòîð îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûé â ïðîñòðàíñ-
òâå L(W

(r)+
p ,W

(r−1)+
p ),

D̃ = diag {D0,D, . . . ,Dn−1}, Ã(t) = A0(t)D̃ +
∑n−1

k=1
Ak(t)D̃Uk,

B̃(t) = B0(t)D̃ +
∑n−1

k=1
Bk(t)D̃Uk.

Èñïîëüçóÿ (8), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

A(t)(F (t, t), ∆F (t, t), . . . , ∆n−1F (t, t))T = Ã(t)(f0(t), f1(t), . . . , fn−1(t))
T ,

B(t)(F (t, t), ∆F (t, t), . . . , ∆n−1F (t, t))T = B̃(t)(f0(t), f1(t), . . . , fn−1(t))
T ,

ãäå �T � � òðàíñïîíèðîâàíèå.
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Ââåäåì âåêòîð�ñòîëáöû

Φ(z) = (ϕ0(z), . . . , ϕn−1(z))T ∈ En
p (G), Ψ(z) = (ψ0(z), . . . , ψn−1(z))T ∈ En

p (G),

H(t) = (h0(t), . . . , hn−1(t))
T ∈ Ln

p (G).

Òîãäà êðàåâûå çàäà÷è (5)�(7) ïðèìóò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä

Ã(t)Φ(t)− CB̃(t)Ψ(t) = H(t), (9)
Vα+Ã(t)Φ(t)− CB̃(t)Ψ(t) = H(t), (10)

Vα−Ã(t)Φ(t)− B̃(t)Ψ(t) = H(t) (t ∈ Γ). (11)

Ââåäåì îïåðàòîðíûå n× 2n ìàòðèöû

T0 = (Ã(t),−CB̃(t)), T1 = (Vα+Ã(t),−CB̃(t)), T2 = (Vα−Ã(t),−B̃(t)) (t ∈ Γ),

â òåðìèíàõ êîòîðûõ çàäà÷è (9)�(11) ïðèìóò âèä îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé
Tj(Φ

T (t), ΨT (t))T = H(t),

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè j ∈ {0, 1, 2}, t ∈ Γ.
3. Òåîðèÿ Í�åòåðà îïåðàòîðîâ Tj (j ∈ {0,1,2}). Ââåäåì n×2n îïåðàòîðíûå ìàòðèöû

K0(t) = (A0(t),−CB0(t)), K1(t) = (Vα+A0(t),−CB0(t)), K2(t) = (Vα−A0(t),−B0(t)).

Ïóñòü W̃p(Γ) = (W
(k)+
p (Γ))n. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð Tj ∈ L(W̃ 2
p (Γ), Ln

p (Γ)) í�åòåðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà í�åòåðîâ
îïåðàòîð Kj ∈ L(L2n

p (Γ), Ln
p (Γ)) (j ∈ {0, 1, 2}). Â ñëó÷àå í�åòåðîâîñòè, èíäåêñû îïåðàòî-

ðîâ Tj è Kj ñâÿçàíû ôîðìóëîé

ind Tj = ind Kj + n(n− 1) (j ∈ {0, 1, 2}). (12)

Äîâåäåííÿ. Èçâåñòíî ([6]), ÷òî îïåðàòîð Ds ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì
â ïðîñòðàíñòâå L(W

(s)
p (Γ), Lp(Γ)) (s ∈ {1, 2, . . .}). Îòñþäà, à òàêæå èç ñâîéñòâ âïîëíå

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ñëåäóåò, ÷òî
∑n−1

k=1
AkD̃Uk '

∑n

k=1
BkD̃Uk ' 0.

Ïîýòîìó
Tj ' Kj diag {D̃, D̃}. (13)

Ñîãëàñíî [4], îïåðàòîð D ∈ L(W
(r)+
p (Γ),W

(r−1)+
p (Γ)) (r ∈ {1, 2, . . .}) í�åòåðîâ è åãî èí-

äåêñ (íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ind D = 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îïåðàòîð diag {D̃, D̃} í�åòåðîâ è åãî èíäåêñ ðàâåí 2 ind D̃ = n(n− 1). Îòñþäà,
à òàêæå èç (13) è ñâîéñòâ í�åòåðîâûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû Tj è Kj

(j ∈ {0, 1, 2}) ìîãóò áûòü í�åòåðîâûìè ëèøü îäíîâðåìåííî è, â ñëó÷àå èõ í�åòåðîâîñòè,
èìååò ìåñòî (12).
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Ââåä�åì ïðèíàäëåæàùèå L((L+
p (Γ))2n, Ln

p (Γ)) îïåðàòîðû

G0 = (ν(t),Cµ(t)), G1 = (Vα+ν(t),Cµ(t)), G2 = (Vα−ν(t), µ(t)),

ãäå ν(t), µ(t) ∈ Cn×n(Γ). Ââåäåì òàêæå, äåéñòâóþùèå â Ln
p (Γ), îïåðàòîðû

M0 = ν(t)PΓ + µ(t)QΓ, M1 = ν[α+(t)]PΓ + µ(t)QΓ,

M2 = µ(t)PΓ + ν[α−(t)]QΓ, M3 = ν[α−(t)]PΓ + µ(t)QΓ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà 3.1 [5]). Îïåðàòîðû G0, G1, G2, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñ-
òâó L((L+

p (Γ))2n, Ln
p (Γ)), í�åòåðîâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà í�åòåðîâû, ñîîòâåòñòâåí-

íî, îïåðàòîðû M0, M1 è ïàðà îïåðàòîðîâ M2, M3 â ïðîñòðàíñòâå L(Ln
p (Γ)). Â ñëó÷àå

í�åòåðîâîñòè óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ

ind Gj = ind Mj + 2n (j ∈ {0, 1}), ind G2 =
1

2
ind M2 +

1

2
ind M3 + 2n.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîðû Kj (j ∈ {0, 1, 2}) í�åòåðîâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det A(t) 6= 0, det B(t) 6= 0 (t ∈ Γ). (14)

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî

ind K0 = ind K1 =
1

2π

{
arg

det B(t)

det A(t)

}
t∈Γ

+ 2n, ind K2 =
1

2π

{
arg

det A(t)

det B(t)

}
t∈Γ

+ 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ν(t) = A0(t), µ(t) = −B0(t). Òîãäà îïåðàòîðû Kj ÿâëÿþòñÿ
îïåðàòîðàìè òèïà Gj (j ∈ {0, 1, 2}). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

det A0(t) = det A(t) det w(t) è det B0(t) = det B(t) det w(t),

íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 1 è 2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4. Îïåðàòîðû Tj (j ∈ {0, 1, 2}) í�åòåðîâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ (14). Â ñëó÷àå í�åòåðîâîñòè

ind T0 = ind T1 =
1

2π

{
arg

det B(t)

det A(t)

}
t∈Γ

+ n2 + n, ind T2 =
1

2π

{
arg

det A(t)

det B(t)

}
t∈Γ

+ n2 + n.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Áàëê Ì.Á. Ïîëèàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ îáîáùåíèå // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. �ÂÈÍÈÒÈ, 1991. T. 85. � C.187�254.

2. Ëèòâèí÷óê Ã.Ñ. Êðàåâûå çàäà÷è è ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñäâèãîì. � Ì.: Íàóêà,
1977. � 448 ñ.



106 Ë. Â. ÌÀÒÂÈÞÊ, Ç. Ì. ËÛÑÅÍÊÎ, À. Ï. ÍÅ×ÀÅÂ

3. Ëèòâèí÷óê Ã.Ñ. Îá îïåðàòîðíîì ïîäõîäå ê òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñäâèãîì äëÿ ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè. � Íàó÷íûå òðóäû þáèëåéíîãî ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà÷àì, ïîñâÿùåííîãî
75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà ÀÍ ÁÑÑÐ Ô. Ä. Ãàõîâà. � Ìèíñê: Èçä�âî �Óíèâåðñèòåòñêîå�,
1985. � C.69�76.

4. Ëèñîâåö Í.È. Èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
� Äèññåðòàöèÿ . . . êàíä. ôèç.�ìàò. íàóê. � Îäåññà, ÎÃÓ, 1984. � 149 ñ.

5. Ìàòâèþê Ë.Â., Ëûñåíêî Ç.Ì., Íå÷àåâ À.Ï. Òåîðåìû Í�åòåðà íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäåí-
íûõ îïåðàòîðîì ∂

∂t
, äëÿ ïàðû ïîëèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé // Óêð. ìàòåì. âiñíèê. � 2008. � Ò.5,

�3. � Ñ.327�335.
6. Ñîáîëåâ Ñ.Ë. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ôèçèêå. � Íîâîñèáèðñê, 1962.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèêè è ìåõàíèêè
Îäåññêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. È.È. Ìå÷íèêîâà
lmatviyk@odessa.net
ivanpribegin@rambler.ru
nvalentina@rambler.ru

Ïîñòóïèëî 27.02.2009
Ïîñëå ïåðåðàáîòêè 15.12.2009


