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Convergence of the Steffensen method for solving nonlinear operator equations in the
Banach spaces under the generalized Lipschitz condition for the first-order divided differences is
investigated. Sufficient conditions for quadratic speed of convergence of this method are found.
A uniqueness region for solution of the problem is determined.

С. М. Шахно. Метод Стеффенсена при обобщенных условиях Липшица для разделенных
разностей первого порядка. // Мат. Студiї. – 2009. – Т.32, №1. – C.90–95.

Исследована сходимость метода Стеффенсена для решения нелинейных операторных
уравнений в банаховых пространствах при обобщенных условиях Липшица для разделен-
ных разностей первого порядка. Найдены достаточные условия, обеспечивающие квадра-
тическую скорость сходимости этого метода, а также установлена область единственности
решения задачи.

1. Вступ. Розглянемо рiвняння

F (x) = x− ϕ(x) = 0, (1)

де ϕ — нелiнiйний оператор в просторi Банаха X. Популярним рiзницевим методом
розв’язування нелiнiйних рiвнянь є метод Стефенсена

xn+1 = xn − [F (xn, ϕ(xn))]−1F (xn), n ∈ {0, 1, 2, . . .}, (2)

де через F (x, y) = I − ϕ(x, y) позначено подiлену рiзницю першого порядку операто-
ра F (x) [7], а I — одиничний оператор. Метод Стефенсена збiгається з методом хорд
[2, 5, 7, 8], якщо тiльки на кожному кроцi за початковi наближення вибирати величини
xn, ϕ(xn) Теоретичнi дослiдження методу Стефенсена для скалярного випадку прове-
денi А. М. Островським [3]. На банаховий простiр цей метод узагальнив С. Ю. Ульм
[4]. Виявляється, що за природних умов, узагальнений метод Стефенсена, як i метод
Ньютона [1], має квадратичний порядок збiжностi, при цьому не використовуються
похiднi оператора. У випадку, коли подiленi рiзницi нелiнiйного оператора F (x) задо-
вольняють умову Лiпшиця з невiд’ємною сталою L, метод Стефенсена для розв’язу-
вання нелiнiйних операторних рiвнянь в банаховому просторi дослiджувався в [2, 4].
В [6] розглянуто деяке узагальнення методу Стефенсена, однак дослiдження проведе-
но за доволi жорстких обмежень на оператор F (x), зокрема, вимагається обмеженiсть
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норми другої похiдної Фреше вiд F. У статтi [9] при дослiдженнi методу Ньютона за-
пропоновано узагальненi умови Лiпшиця для оператора похiдної, в яких замiсть сталої
L використано деяку додатну iнтегровну функцiю. Нами в [8] запропоновано подiбнi
узагальненi умови Лiпшиця для оператора подiленої рiзницi першого порядку i за цих
умов дослiджено збiжнiсть методу хорд. У цiй статтi ми дослiджуємо збiжнiсть мето-
ду Стефенсена для операторних рiвнянь за узагальнених умов Лiпшиця для перших
подiлених рiзниць нелiнiйного оператора F (x). Деякi результати з [4] про локальну збi-
жнiсть методу Стефенсена за умов Лiпшиця для подiлених рiзниць першого порядку,
як частковий випадок, випливають з отриманих тут тверджень.

2. Попереднi означення i леми. Нехай F — оператор, визначений на вiдкритiй опу-
клiй пiдмножинi D банахового простору X зi значеннями в X, i x, y ∈ D. Лiнiйний
оператор F (x, y), який задовольняє умову F (x, y)(x − y) = F (x) − F (y), називатимемо
подiленою рiзницею першого порядку вiд F за точками x i y. У випадку x = y вважати-
мемо, що F (x, x) = F ′(x), де F ′(x) — похiдна за Фреше оператора F у точцi x.

Позначимо через B(x0, r) = {x : ‖x− x0‖ < r} вiдкриту, а через B(x0, r) — замкнену
кулю радiуса r з центром в точцi x0.

У доведених у цiй статтi твердженнях, замiсть умов Лiпшиця на оператор подiленої
рiзницi F (x, y) вигляду

(∀x, y, u, v ∈ D) : ‖F (x, y)− F (u, v)‖ ≤ L(‖x− u‖+ ‖y − v‖)
(умова Лiпшиця в областi D зi сталою L) та

(∀x, y ∈ B(x0, r)) : ‖F (x, y)− F ′(x0)‖ ≤ L(‖x− x0‖+ ‖y − x0‖)
(центральна умова Лiпшиця в кулi B(x0, r) зi сталою L) будуть розглянутi умови, в
яких правi частини умов будуть замiненi вiдповiдно на iнтеграли

∫ ‖x−u‖+‖y−v‖
0

L(z)dz та∫ ‖x−x0‖+‖y−y0‖
0

L(z)dz, вiдповiдно, де L(z) — додатна iнтегровна функцiя.
Надалi будемо припускати неперервнiсть оператора ϕ(x) в потрiбнiй нам областi.
Використовуючи теорему Банаха ([1]), ми отримуємо таке твердження.

Лема 1. Нехай x∗ таке, що iснує F ′(x∗)−1, i при цьому F має подiленi рiзницi F (x, y) =
I − ϕ(x, y), якi задовольняють умови

(∀x, y ∈ B(x∗, αr)) : ‖F ′(x∗)−1F (x, y)− I‖ ≤
∫ %(x)+%(y)

0

L(z)dz

i
‖ϕ(x, y)‖ ≤M,

де y = ϕ(x), L — додатна iнтегровна функцiя, α = max{1;M}, %(x) = ‖x − x∗‖. Якщо

r таке, що виконується умова
∫ (1+M)r

0

L(z)dz ≤ 1, то оператор F (x, y) оборотний в кулi

B(x∗, αr)) i ‖F (x, y)−1F ′(x∗)‖ ≤
(

1−
∫ %(x)+%(y)

0

L(z)dz
)−1

.

Доведення. Справдi, з тотожностi F (x, y)−1F ′(x∗) = [I − (I − F ′(x∗)−1F (x, y))]−1, вра-
ховуючи умови леми, за теоремою Банаха отримуємо її твердження.

Нам потрiбна також така елементарна лема.

Лема 2. Нехай h(t) =
1

t

∫ t

0

L(z)dz, 0 ≤ t ≤ r, де L(u) — додатна i монотонно неспадна

функцiя на [0; r]. Тодi h(t) монотонно неспадна на промiжку [0; r].
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3. Збiжнiсть методу Стефенсена. Радiус областi збiжностi i порядок збiжностi ме-
тоду Стефенсена встановлює така теорема.

Теорема 1. Нехай оператор F визначений в областi D банахового простору X зi
значеннями у банаховому просторi X. Припустимо, що: 1) рiвняння (1) має розв’я-
зок x∗ ∈ B(x∗, r) ⊂ D такий, що iснує оборотна похiдна Фреше F ′(x∗); 2) для всiх
x, y, z ∈ B(x∗, αr) ⊂ D оператор F має подiленi рiзницi F (x, y) = I − ϕ(x, y), якi задо-
вольняють умови

‖F ′(x∗)−1(F (z, x∗)− F (x, y))‖ ≤
∫ ‖x−z‖+%(y)
0

L(z)dz, i ‖ϕ(x, x∗)‖ ≤M, (3)

де α = max{1;M}, %(x) = ‖x− x∗‖ i L — неспадна; 3) r > 0 задовольняє нерiвнiсть∫ Mr

0

L(z)dz +

∫ (1+M)r

0

L(z)dz ≤ 1 ; (4)

4) початкове наближення x0 ∈ B(x∗, r) задовольняє нерiвнiсть

qM

ρ(ϕ(x0))
· ‖x0 − x∗‖ < 1, (5)

де q =
(

1−
∫ ρ(x0)+ρ(ϕ(x0 ))

0

L(z)dz
)−1∫ ρ(ϕ(x0))

0

L(z)dz. Тодi послiдовнiсть (2) збiгається до

розв’язку x∗ i справджується оцiнка

‖xn − x∗‖ ≤
ρ(ϕ(x0))

qM

( qM

ρ(ϕ(x0))
‖x0 − x∗‖

)2n
, n ∈ {1, 2, . . .}. (6)

Доведення. Виберемо довiльне x0 ∈ B(x∗, r), де r задовольняє умову (4), тодi q < 1.
Справдi, з монотонностi L за лемою 2 одержуємо

q =
ρ(ϕ(x0))

∫ ρ(ϕ(x0 ))
0

L(z)dz

ρ(ϕ(x0))
(

1−
∫ ρ(ϕ(x0 ))+ρ(x0 )
0

L(z)dz
) ≤ ρ(ϕ(x0))

∫Mr

0
L(z)dz

Mr
(

1−
∫ 2r

0
L(z)dz

) ≤ ‖x∗ − x0‖
r

< 1.

Якщо xk ∈ B(x∗, r), то за рiвнiстю (2) маємо
xk+1 − x∗ = xk − x∗ − F (xk, ϕ(xk))

−1F (xk) =
= −[F (xk, ϕ(xk))

−1F (x∗, x∗)]F (x∗, x∗)−1[F (xk, x
∗)− F (xk, ϕ(xk))](xk − x∗).

Тодi, використовуючи лему 1 та умови (3), отримаємо
‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖F (xk, ϕ(xk))

−1F (x∗, x∗)‖ · ‖F (x∗, x∗)−1[F (xk, x
∗)− F (xk, ϕ(xk))]×

×(xk − x∗)‖ ≤
∫ ρ(ϕ(xk))

0

L(z)dz
(

1−
∫ ρ(xk)+ρ(ϕ(xk))

0

L(z)dz
)−1

ρ(xk),

‖ϕ(xk)− x∗‖ = ‖ϕ(xk)− ϕ(x∗)‖ ≤ ‖ϕ(xk, x
∗)‖ ‖xk − x∗‖ ≤M‖xk − x∗‖.

Поклавши вище k = 0, ми дiстанемо, що
‖x1 − x∗‖ ≤ q‖x0 − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖ ≤ α‖x0 − x∗‖,

‖ϕ(x1)− x∗‖ ≤M‖x1 − x∗‖ < M‖x0 − x∗‖ ≤ α‖x0 − x∗‖.
Тобто, x1 i ϕ(x1) належать до кулi B(x∗, αr). Це встановлює, що (2) можна повтори-
ти довiльну кiлькiсть разiв. За методом математичної iндукцiї встановлюємо, що всi
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xk, ϕ(xk) ∈ B(x∗, αr) i ρ(xk) = ‖xk − x∗‖ та ρ(ϕ(xk)) = ‖ϕ(xk) − x∗‖ монотонно спада-
ють. Далi, для всiх k ∈ {0, 1, . . .} ми маємо

‖xk+1 − x∗‖ ≤
1

ρ(ϕ(xk))

∫ ρ(ϕ(xk))

0

L(z)dz · ρ(ϕ(xk))ρ(xk)
(

1−
∫ ρ(xk)+ρ(ϕ(xk))

0

L(z)dz
)−1
≤

≤ 1

ρ(ϕ(x0))

∫ ρ(ϕ(x0))

0

L(z)dz · ρ(ϕ(xk))ρ(xk)
(

1−
∫ ρ(x0)+ρ(ϕ(x0))

0

L(z)dz
)−1

=

=
q

ρ(ϕ(x0))
‖ϕ(xk)− x∗‖‖xk − x∗‖ ≤

qM

ρ(ϕ(x0))
‖xk − x∗‖2 =

=
ρ(ϕ(x0))

qM

( qM

ρ(ϕ(x0))
‖xk − x∗‖

)2
≤ . . . ≤ ρ(ϕ(x0))

qM

( qM

ρ(ϕ(x0))
‖x0 − x∗‖

)2k+1

.

Отже, отримали (6).

Нерiвнiсть (6) вказує на те, що порядок збiжностi методу Стефенсена дорiвнює 2.
Наступна теорема встановлює область, в якiй розв’язок рiвняння (1) єдиний.

Теорема 2. Нехай F (x∗) = x∗ − ϕ(x∗) = 0, F ′(x∗)−1 iснує, F має подiленi рiзницi
F (x, x∗) = I − ϕ(x, x∗) в B(x∗, αr), якi задовольняють радiальну умову Лiпшиця з L у
середньому

(∀x ∈ B(x∗, αr)) : ‖F ′(x∗)−1F (x, x∗)− I‖ ≤
∫ ρ(x)

0

L(z)dz, (7)

де ρ(x) = ‖x− x∗‖, ‖ϕ(x, x∗)‖ ≤ M , α = max{1;M} i L — додатна iнтегровна функцiя.
Нехай r задовольняє

∫ r
0
L(z)dz ≤ 1. Тодi рiвняння (1) має єдиний розв’язок x∗ в B(x∗, r).

Доведення. Припустимо, що x∗∗ ∈ B(x∗, r), x∗∗ 6= x∗, також розв’язок рiвняння (1).
Тодi F ′(x∗)−1F (x∗∗) = 0. Отже,
x∗∗ − x∗ = x∗∗ − x∗ − F ′(x∗)−1F (x∗∗) = −F ′(x∗)−1[F (x∗∗)− F (x∗)− F ′(x∗)(x∗∗ − x∗)] =

= −F ′(x∗)−1[F (x∗∗, x∗)− F (x∗, x∗)](x∗∗ − x∗) = −[F ′(x∗)−1F (x∗∗, x∗)− I](x∗∗ − x∗).
Тодi, за умови (7), отримаємо

‖x∗∗ − x∗‖ ≤
∫ ρ(x∗∗)

0

L(z)dz · ‖x∗∗ − x∗‖ <
∫ r

0

L(z)dz · ‖x∗∗ − x∗‖ ≤ ‖x∗∗ − x∗‖,

що суперечить нашому припущенню. Отже, x∗∗ = x∗. Теорему 2 доведено.

При вивченнi методу Стефенсена традицiйними є припущення, що подiленi рiзницi
першого порядку задовольняють умову Лiпшиця. Вважаючи, що L(z) ≡ L, тобто є
сталою, ми отримаємо з теорем 1 та 2 такi наслiдки.

Наслiдок 1. Припустимо, що F (x∗) = x∗ − ϕ(x∗) = 0, F ′(x∗)−1 = [I − ϕ′(x∗)]−1 iснує,
F має подiленi рiзницi, якi задовольняють умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (z, x∗)− F (x, y))‖ ≤ L(‖x− z‖+ ‖y − x∗‖)
та ‖ϕ(x, x∗)‖ ≤ M (∀x, y, z ∈ B(x∗, αr)), α = max{1;M}, де y = ϕ(x), L,M — додатнi

числа i r = 1
(1+2M)L

. Нехай виконується (5), де q =
L‖ϕ(x0)− x∗‖

1− L(‖ϕ(x0)− x∗‖+ ‖x0 − x∗‖)
. Тодi

метод Стефенсена (2) збiгається для всiх x0 ∈ B(x∗, r) i виконується (6).
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Наслiдок 2. Припустимо, що F (x∗) = x∗−ϕ(x∗) = 0, F ′(x∗)−1 iснує, F має подiленi
рiзницi F (x, x∗) = I−ϕ(x, x∗) в B(x∗, αr), якi задовольняють радiальну умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1F (x, x∗)− I‖ ≤ L‖x− x∗‖
i ‖ϕ(x, x∗)‖ ≤ M , де α = max{1,M}, L i M — додатнi числа, i r = 1

L
. Тодi рiвняння (1)

має єдиний розв’язок x∗ у вiдкритiй кулi B(x∗, r).

У теоремi 1 умови формулюються в околi розв’язку x∗, який, зазвичай, нам невiдо-
мий, i, тому цi умови є складними для перевiрки. Наступна теорема мiстить умови в
околi початкового наближення x0.

Теорема 3. Нехай F — нелiнiйний оператор, визначений у областiD банахового просто-
ру X зi значеннями у цьому ж просторi. Припустимо, що: 1) рiвняння (1) має розв’язок
x∗ ∈ B(x0, r) ⊂ D; 2) для всiх x, y, z ∈ B(x0, (1 +α)r) виконуються оцiнки ‖F (x, y)−1‖ ≤
K, ‖ϕ(x, y)‖ ≤ M, ‖ϕ(x, y) − ϕ(x, z)‖ ≤

∫ ‖y−z‖
0

L(z)dz, причому α = max{lr,M}, L —
неспадна функцiя; 3) lr < 1, де l = KΛM , Λ =

∫ %(ϕ(x0))
0

L(z)dz/%(ϕ(x0)).
Тодi розв’язок рiвняння (1) у кулi B(x0, r) єдиний i послiдовнiсть (2) збiгається до x∗ зi
швидкiстю

‖xn − x∗‖ ≤
1

l
(lr)2

n
, n ∈ {0, 1, . . .}. (8)

Доведення. При n = 0 оцiнка (8) виконується на основi умови 1), причому x0 i ϕ(x0)
належать до кулi B(x0, (1 + α)r). Справдi,

‖x0 − ϕ(x0)‖ = ‖x0 − x∗ − ϕ(x0) + ϕ(x∗)‖ = ‖ϕ(x0, x
∗)(x0 − x∗)‖+ ‖x0 − x∗‖ ≤

≤ (1 +M)r ≤ (1 + α)r.

З тотожностi xn+1− x∗ = F (xn, ϕ(xn))−1[ϕ(xn, x
∗)−ϕ(xn, ϕ(xn))](xn− x∗), враховуючи,

що за лемою 2 функцiя 1
t

∫ t
0
L(z)dz неспадна, отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ ≤ K

∫ %(ϕ(xn))

0

L(z)dz‖xn − x∗‖ ≤ K ·
∫ %(ϕ(xn))
0

L(z)dz

%(ϕ(xn))
%(ϕ(xn))‖xn − x∗‖ ≤

≤ K ·
∫ %(ϕ(x0))
0

L(z)dz

%(ϕ(x0))
‖ϕ(xn)− x∗‖ · ‖xn − x∗‖ ≤ KΛM · ‖xn − x∗‖2, n ∈ {0, 1, . . .}. (9)

Користуючись методом математичної iндукцiї з оцiнок (9) отримуємо (8).
Оцiнка (9) правильна за припущення, що елементи xn i ϕ(xn) належать до замкненої

кулi B(x0, (1 + α)r). Але
‖xn − x0‖ = ‖xn − x∗‖+ ‖x∗ − x0‖ ≤ 1

l
(lr)2

n
+ r ≤ (1 + lr)r ≤ (1 + α)r

i
‖ϕ(xn)− x0‖ ≤ ‖ϕ(xn)− ϕ(x∗) + x∗ − x0‖ ≤ ‖ϕ(xn, x

∗)(xn − x∗)‖+ ‖x∗ − x0‖ ≤
≤Mlr2 + r < (1 +M)r ≤ (1 + α)r.

З попереднього випливає, що lim
n→∞

xn = x∗. Якщо рiвняння (1) мало б в кулi B(x0, r)

ще один розв’язок x∗∗ 6= x∗, то аналогiчно можна було б довести, що lim
n→∞

xn = x∗∗.
На основi єдиностi граничного елемента збiжної послiдовностi {xn} розв’язок у кулi
B(x0, r) єдиний. Теорему 3 доведено.

Зауважимо, що у випадку L(u) ≡ Λ теорема 3 збiгається з теоремою 2 з [4].
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