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Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáëàñòÿìè ñõîäèìîñòè è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
äâîéíûõ ñëó÷àéíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå.

Âñòóï. Íåõàé (λ
(1)
n ), (λ

(2)
m ) � äâi çðîñòàþ÷i äî +∞ ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë i

(anm) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ïîäâiéíèé ðÿä Äiðiõëå âèãëÿäó

F (s1, s2) =
∞∑

n, m=0

anm exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }, sj = σj + itj (j ∈ {1, 2}). (1)

Íåõàé τ = (τ1, τ2) � ïàðà äîäàòíèõ ÷èñåë, òàêèõ ùî

lim
n+m→∞

ln n + ln m

τ1λ
(1)
n + τ2λ

(2)
m

≤ 1. (2)

×åðåç Gc(F ), Ga(F ) ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî îáëàñòi çáiæíîñòi òà àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi
ðÿäó (1), à Gc(F ) = {x ∈ R2 : x = Re z, z ∈ Gc(F )}, Ga(F ) = {x ∈ R2 : x = Re z, z ∈
Ga(F )} � ¨õíi ñëiäè â {x ∈ R2 : x = Re z, z ∈ C2}, à ÷åðåç Gµ(F ) ïîçíà÷èìî îáëàñòü
iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà µ(σ1, σ2) = max{|anm| exp{σ1λ

(1)
n + σ2λ

(2)
m } : n,m > 0}

ðÿäó Äiðiõëå, òîáòî ìíîæèíó òàêèõ σ = (σ1, σ2) ∈ R2, ùî µ(σ1, σ2) < ∞.
Îáëàñòi Gc(F ), Ga(F ), Gµ(F ) îïóêëi, à àáñöèñè êîîðäèíàò òî÷îê, ùî íàëåæàòü äî

¨õíiõ ìåæ íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ñïðÿæåíèìè àáñöèñàìè çáiæíîñòi, àáñîëþòíî¨ çái-
æíîñòi òà ñïðÿæåíèìè àáñöèñàìè iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà. Òàê, íàïðèêëàä,
òî÷êà (σc1, σc2) ¹ ïàðîþ ñïðÿæåíèõ àáñöèñ çáiæíîñòi ðÿäó (1), ÿêùî ðÿä çáiãà¹òüñÿ ó
êîæíié îáëàñòi âèãëÿäó {(s1, s2) : Re s1 < σc1, Re s2 < σc2} i êîæíà ç îáëàñòåé âèãëÿäó
{(s1, s2) : Re s1 < σ0

1, Re s2 < σ0
2}, äå àáî σ0

1 > σc1 i σ0
2 ≥ σc2, àáî σ0

1 ≥ σc1 i σ0
2 > σc2,

ìiñòèòü òî÷êè, ó ÿêèõ ðÿä ðîçáiæíèé.
Çðîçóìiëî, ùî Ga ⊂ Gc ⊂ Gµ, à òàêîæ âiäîìî, ùî ([1]) Gµ ⊂ Ga + τ.
Íåõàé (Ω,A, P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Äëÿ äiéñíî¨ àáî êîìïëåêñíî¨ âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ ïîêëàäåìî Mξ =
∫

Ω
ξ(ω)P (dω) � ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà Dξ =
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M(|ξ −Mξ|2) � äèñïåðñiÿ. Äiéñíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ íàçâåìî ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî
Hξ(x) = H−ξ(x), äå Hξ(x) òà H−ξ(x) � ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåë÷è÷èí ξ òà −ξ
âiäïîâiäíî. Çðîçóìiëî, ùî ó öüîìó âèïàäêó Mξ = 0. Êîìïëåêñíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó
ξ íàçèâà¹ìî ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ ξ̃ = (Re ξ, Im ξ) òà
−ξ̃ = (−Re ξ, −Im ξ) çáiãàþòüñÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ðÿä Äiðiõëå

Fω(s1, s2) =
∞∑

n, m=0

ηnmanm exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }, (3)

äå (ηnm) � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòàòòi ìiñòèòüñÿ ó òàêié òåîðåìi, ÿêà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 1 ç [2],

âñòàíîâëåíî¨ äëÿ çâè÷àéíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå.

Òåîðåìà. Íåõàé (ηnm) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
òàêèõ ùî c1 ≤ |ηnm(ω)| ≤ c2, ìàéæå íàïåâíî (ì.í.), äå c1, c2 ∈ R+, äëÿ âñiõ n,m ≥ 0.
Òîäi äëÿ âèïàäêîâîãî ðÿäó Äiðiõëå (3) ì.í.

Gc(Fω) ⊂
((

Ga(Fω) +
τ

2

)
∩Gµ(Fω)

)
. (4)

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Íåõàé

G(s1, s2) =
∞∑

n,m=0

a2
nm exp{2s1λ

(1)
n + 2s2λ

(2)
m }. (5)

Ëåìà. Äëÿ ðÿäiâ Äiðiõëå (1) i (5)

Ga(G) ⊂ ((Ga(F ) +
τ

2
) ∩Gµ(F )). (6)

Äîâåäåííÿ ëåìè. Íåõàé (γ1, γ2) ∈ Ga(G), òîáòî ðÿä (5) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ó òî÷öi
(γ1, γ2). Î÷åâèäíî, ùî òîäi (γ1, γ2) ∈ Gµ(F ).

Äîâåäåìî, ùî (γ1, γ2) ∈ Ga(F ) + τ
2
. Îñêiëüêè Ga(G), Ga(F ) � âiäêðèòi, òî çâiäñè

îòðèìà¹ìî, ùî Ga(G) ⊂ Ga(F ) + τ
2
. Îòæå, ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî

(γ1, γ2) /∈ Ga(F )+ τ
2
. Òîäi äëÿ (γ1, γ2) iñíó¹ òî÷êà (σa1 + τ1

2
, σa2 + τ2

2
) ∈ ∂(Ga(F )+ τ

2
) òàêà,

ùî σai + τi

2
< γi, i ∈ {1, 2}. Íåõàé

δi = 1
3
(γi − σai − τi

2
) > 0, i ∈ {1, 2}.

Ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî ln n + ln m ≤ (τ1 + δ1)λ
(1)
n + (τ2 + δ2)λ

(2)
m , n + m ≥ k0. Òîäi

∞∑

n+m=k0

exp{−(τ1 + 2δ1)λ
(1)
n − (τ2 + 2δ2)λ

(2)
m )} ≤

≤
∞∑

n+m=k0

exp
{
− τ1 + 2δ1

τ1 + δ1

(τ1 + δ1)λ
(1)
n − τ2 + 2δ2

τ2 + δ2

(τ2 + δ2)λ
(2)
m

}
<

∞∑

n+m=k0

(nm)−A < ∞, (7)

äå A = min{ τ1+2δ1
τ1+δ1

, τ2+2δ2
τ2+δ2

} > 1. Êðiì òîãî,
∞∑

n, m=0

|anm|2 exp{2(γ1 − δ1)λ
(1)
n + 2(γ2 − δ2)λ

(2)
m } < ∞, (8)
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ïîçàÿê ó òî÷öi (γ1, γ2) ðÿä (5) àáñîëþòíî çáiæíèé. Âðàõîâóþ÷è (7), (8) òà íåðiâíiñòü
Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìà¹ìî

∞∑
n, m=0

|anm| exp{(σa1 + δ1)λ
(1)
n + (σa2 + δ2)λ

(2)
m } =

=
∞∑

n, m=0

|anm| exp{(γ1 − δ1)λ
(1)
n + (γ2 − δ2)λ

(2)
m } exp

{
− τ1+2δ1

2
λ

(1)
n − τ2+2δ2

2
λ

(2)
m

}
≤

≤
( ∞∑

n, m=0

|anm|2 exp{2(γ1 − δ1)λ
(1)
n + 2(γ2 − δ2)λ

(2)
m }

) 1
2

×

×
( ∞∑

n, m=0

exp{−(τ1 + 2δ1)λ
(1)
n − (τ2 + 2δ2)λ

(2)
m }

) 1
2

< ∞.

Òîáòî ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ ó òî÷öi (σa1 +δ1, σa2 +δ2), à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî (σa1, σa2)
¹ ïàðîþ ñïðÿæåíèõ àáñöèñ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó (1).

Íàì áóäå ïîòðiáíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà À ([3, ñ.53], òåîðåìà 7). Íåõàé (θnm)− ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i θ′nm(ω) =

{
θnm(ω), |θnm(ω)| ≤ 1,
θnm(ω)
|θnm(ω)| , |θnm(ω)| > 1.

Ðÿä
∞∑

n, m=0

θnm çáiãà¹òüñÿ

ì.í. òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑

n, m=0

Dθ′nm.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî Gc(Fω) ⊂ Ga(G) ì.í., òîáòî ÿêùî ðÿä (3)
çáiãà¹òüñÿ, òî ðÿä (5) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî

θnm = ηnmanm exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }

¹ ïîñëiäîâíiñòþ êîìïëåêñíèõ íåçàëåæíèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïðè öüî-
ìó ñèìåòðè÷íèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ¹ Re θnm = ηnmRe

(
anm exp{s1λ

(1)
n +s2λ

(2)
m }

)

òà Im θnm = ηnmIm
(
anm exp{s1λ

(1)
n +s2λ

(2)
m }

)
, à òîìó Mθnm = MRe θnm+iMIm θnm = 0.

Íåõàé (s1, s2) ∈ Gc(Fω) (ì.í.). Òîäi çà òåîðåìîþ À
∞∑

n,m=0

Dθ′nm < +∞. Íåõàé

K = µ(σ1, σ2, F ), σ1 = Re s1, σ2 = Re s2. Îñêiëüêè
∞∑

n,m=0

Dθ′nm =
∞∑

n,m=0

M|θ′nm|2 =

=
∞∑

n,m=0

(
|anm|2 exp{2σ1λ

(1)
n + 2σ2λ

(2)
m } ∫

|θnm|≤1

|ηnm|2P (dω) +
∫

|θnm|>1

1P (dω)
)

< +∞,

òî
∞∑

n,m=0

Dθ′nm >
∞∑

n,m=0

min{c2
1, 1/K}|anm|2 exp{2σ1λ

(1)
n + 2σ2λ

(2)
m }·

·
( ∫
|θnm|≤1

P (dω) +
∫

|θnm|>1

P (dω)
)
.

Òîìó, ðÿä (5) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ó òî÷öi (σ1, σ2), òîáòî, ì.í. Gc(Fω) ⊂ Ga(G).
Çâiäñè, çà ëåìîþ îòðèìó¹ìî Gc(Fω) ⊂ Ga(G) ⊂ ((Ga(F ) + τ

2
) ∩ Gµ(F )). Çàëèøà¹òüñÿ

çàóâàæèòè, ùî ì.í. Ga(F ) = Ga(Fω), Gµ(F ) = Gµ(Fω).
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Ðîçãëÿíåìî ðÿä

F̃ω(s1, s2) =
∞∑

n,m=0

ξnm exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }. (9)

Íàñëiäîê 1. Íåõàé (ξnm) � ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,A, P ). Òîäi äëÿ âèïàäêîâîãî ðÿäó Äiðiõëå (9) ì.í.
âèêîíó¹òüñÿ

Gc(F̃ω) ⊂
((

Ga(F̃ω) +
τ

2

)
∩Gµ(F̃ω)

)
. (10)

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1. Íåõàé (εnm) � ïîñëiäîâíiñòü Ðàäåìàõåðà ([3, c.10]) íà éìîâiðíi-
ñíîìó ïðîñòîði (Ω′,A′, P ′). Íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω′×Ω,A′×A, P ′×P ) ðîçãëÿíåìî
ðÿä

F(ω′, ω)(s1, s2) =
∑∞

n, m=0 εnmξnm exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }.

Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi Gµ(F(ω′, ω)) = Gµ(F̃ω) i Ga(F(ω′, ω)) = Ga(F̃ω) ì.í., òà Gc(F(ω′, ω)) =

Gc(F̃ω) ì.í. çà ïðèíöèïîì ðåäóêöi¨ ([3, c.20]). Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω i äëÿ
ìàéæå âñiõ ω′ ∈ Ω′ çà ëåìîþ,

Gc(F(ω′, ω)) ⊂
((

Ga(F(ω′, ω)) +
τ

2

)
∩Gµ(F(ω′, ω)

)
. (11)

Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 1.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé (ξnm) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà éìîâið-
íiñíîìó ïðîñòîði (Ω,A, P ). Òîäi äëÿ âèïàäêîâîãî ðÿäó Äiðiõëå (9) ìîæëèâi äâi ñèòóàöi¨:
àáî âèêîíóþòüñÿ âêëàäåííÿ (10), àáî iñíó¹ ðÿä Äiðiõëå F âèãëÿäó (1) äëÿ ÿêîãî ì.í.
Gc(F ) = Gc(F̃ω), Ga(F ) = Ga(F̃ω), Gµ(F ) = Gµ(F̃ω) òàêèé, ùî äëÿ ðÿäó F ∗

ω = F̃ω − F
ì.í.

Gc(F
∗
ω) ⊂ ((

Ga(F
∗
ω) + τ

2

) ∩Gµ(F ∗
ω)

)
.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2. Íåõàé ηnm(ω′, ω) = ξnm(ω) − ξnm(ω′) äëÿ êîæíîãî n,m ≥ 0 i
(ω′, ω) ∈ Ω×Ω. Òîäi (ηnm) � ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω× Ω,A×A, P × P ). Ðîçãëÿíåìî ðÿä

F(ω′, ω)(s1, s2) = Fω(s1, s2)− Fω′(s1, s2) =
∞∑

n, m=0

(ξnm(ω)− ξnm(ω′)) exp{s1λ
(1)
n + s2λ

(2)
m }.

Çà äîâåäåííÿì íàñëiäêó 1 äëÿ öüîãî ðÿäó âiðíi âêëàäåííÿ (11) íà Ω×Ω. Çà îáåðíåíîþ
òåîðåìîþ Ôóáiíi, iñíó¹ ôiêñîâàíà òî÷êà ω′ ∈ Ω òàêà, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω i äëÿ
ðÿäó F (s1, s2) = Fω′(s1, s2) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Gc(F ) = Gc(F̃ω), Ga(F ) = Ga(F̃ω), Gµ(F ) = Gµ(F̃ω)

òà âêëàäåííÿ (11). Íàñëiäîê 2 äîâåäåíî.
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