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We prove that mappings jointly quasi-continuous and nearly continuous with respect to the
second variable have the Hahn property; and functions which are monotone with respect to the
�rst variable and continuous with respect to the second variable also have the Hahn property.
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Äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîâîêóïíî êâàçèíåïðåðûâíû è ïî÷òè íåïðåðûâíû
îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé è ôóíêöèè, ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî ïåðâîé è íåïðå-
ðûâíûå îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé, îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ãàíà.

1. Âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ çàëèøêîâà â X ìíîæèíà
A, òàêà, ùî ìíîæèíà A × Y ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi C(f) òî÷îê íåïåðåðâíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ f , íàçèâà¹òüñÿ âëàñòèâiñòþ Ãàíà. Â [1] Æ. Êàëüáði òà Æ. Òðóàëiê îäåðæàëè
òåîðåìó, ÿêà âêàçó¹ íà òå, ùî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó CC(X × Y, Z) íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü ìàþòü âëàñòèâiñòü Ãàíà, êîëè X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäî-
âîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Â. Ê. Ìàñëþ÷åíêî ([2])
ïåðåíiñ öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê âiäîáðàæåíü ç êëàñiâ CC, KC i KC. Ïiçíiøå â [3]
öåé ðåçóëüòàò áóâ ðîçøèðåíèé íà ôóíêöi¨ ç êëàñó KhC ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâ-
íèõ i íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäîáðàæåíü, à â [4] âîíè áóëè ïîêðàùåíi.
Ó çâ'ÿçêó ç öèìè äîñëiäæåííÿìè âèíèê íîâèé êëàñ ïðîñòîðiâ. Êàæóòü ([2]), ùî òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ ïðîñòîðîì Ãàíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
i äîâiëüíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Z êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ç CC(X × Y, Z), êëàñó
âñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi
âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ äðóãî¨ çìiííî¨, ùî ïðîáiãà¹ äåÿêó ñêðiçü ùiëüíó
ìíîæèíó â Y , ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà. Êîæíèé ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi, ¹ ïðîñòîðîì Ãàíà ([1]), àëå íå íàâïàêè ([4]).

Â ïåðøié ÷àñòèíi ñòàòòi ìè äîâîäèìî ùî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, ÿêi ñóêóïíî
êâàçiíåïåðåðâíi i ìàéæå íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ ç
äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè, ìàþòü âëàñòèâiñòü Ãàíà çà ïåâíèõ óìîâ íà ïðîñòîðè.

Ïðîô. Î. Á. Ñêàñêiâ çâåðíóâ íàøó óâàãó íà êëàñ íàðiçíî ìîíîòîííèõ ôóíêöié
f : R2 → R, ùî ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïiä ÷àñ äîñëiäæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä äåêiëü-
êîõ çìiííèõ. Çîêðåìà, ÷è áóäóòü òàêi ôóíêöi¨òî÷êîâî ðîçðèâíèìè (òî÷êîâî ðîçðèâíèìè
íàçèâà¹ìî ôóíêöi¨ ìíîæèíà òî÷îê íåïåðåðâíîñòi ÿêèõ ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ)? Òóò ìè äà¹ìî
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ñòâåðäíó âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ. Îäíàê ïîâíèé îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó òàêèõ
ôóíêöié íàì ó äàíèé ÷àñ íåâiäîìèé. Ó çâ'ÿçêó ç öèìè äîñëiäæåííÿìè â ïîëå íàøîãî
çîðó ïîòðàïèâ êëàñ ôóíêöié f : R × Y → R, ÿêi ìîíîòîííi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i
íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öåé êëàñ òàêîæ ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà çà äåÿêèõ óìîâ íà ïðîñòið Y .

2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f
íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â
X i äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1,
òàêà, ùî U1 ⊆ U i f(U1) ⊆ V . Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi

x ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî
x ∈ int A i f(A) ⊆ V . Íåõàé Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ωf (A) êîëèâàííÿ
ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi A. Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êëiêîâîþ â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0 â X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1,
òàêà, ùî U1 ⊆ U i ωf (U1) < ε. Âiäîáðàæåííÿ f ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì, ìàéæå íåïåðåðâíèì

÷è êëiêîâèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ
òî÷êîâî ðîçðèâíèì, ÿêùî ìíîæèíà C(f) ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ â X. Äîáðå âiäîìà òàêà
õàðàêòåðèçàöiÿ êâàçiíåïåðåðâíîñòi: âiäîáðàæåííÿ f : X → Y êâàçiíåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G â X i äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A â X,
òàêî¨, ùî G ⊆ A âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f(G) ⊆ f(A).
Ïîçíà÷èìî fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi íàñòóïíi ïðîñòi ëåìè.

Ëåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, âiäîáðàæåííÿ

f : X → Y ìàéæå íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 ∈ X i êâàçiíåïåðåðâíå. Òîäi f íåïåðåðâíå â

òî÷öi x0.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíèé çàìêíåíèé îêië V òî÷êè y0 = f(x0) â Y . Îñêiëüêè f
ìàéæå íåïåðåðâíå â òî÷öi x0, òî iñíó¹ ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî x0 ∈ int A i f(A) ⊆ V .
Òîäi, ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ìî, ùî f(int A) ⊆ f(A) ⊆ V = V . Îòæå,
âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â òî÷öi x0.

Ëåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ôóíêöiÿ f : X → Y
ìàéæå íåïåðåðâíà i êëiêîâà. Òîäi f íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | ◦−◦ | � ìåòðèêà â ïðîñòîði Y . Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî.
Íåõàé ôóíêöiÿ f ðîçðèâíà â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0 â X iñíó¹ òî÷êà x1 ∈ U , ùî |f(x1) − f(x0)| ≥ ε. Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ f ìàéæå íåïåðåðâíà â òî÷öi x0, òî iñíó¹ ìíîæèíà A0 â X, òàêà, ùî x0 ∈ int A0

i |f(x) − f(x0)| < ε
3
äëÿ x ∈ A0. Íåõàé x1 ∈ int A0 i |f(x1) − f(x0)| ≥ ε. Ç ìàéæå

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f â òî÷öi x1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà A1 â X, òàêà, ùî x1 ∈
int A1 i |f(x) − f(x1)| < ε

3
äëÿ x ∈ A1. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f êëiêîâà, òî iñíó¹ âiäêðèòà

íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X òàêà, ùî G ⊆ int A0∩int A1 i ωf (G) < ε
3
. Âèáåðåìî òî÷êè a0 ∈

A0∩G i a1 ∈ A1∩G. Òîäi |f(x1)−f(x0)| ≤ |f(x1)−f(a1)|+|f(a1)−f(a0)|+|f(a0)−f(x0)| <
< ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà.

3. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî êîëè âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, ÿêi ñóêóïíî êâàçiíåïå-
ðåðâíi i ìàéæå íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ ç äåÿêî¨ çàëèø-
êîâî¨ ìíîæèíè, âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ Ãàíà. Ìíîæèíà B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y
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íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî òèïó, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (Vn)∞n=1 âiäêðè-
òèõ â Y ìíîæèí, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B ñèñòåìà ìíîæèí {Vn : y ∈ Vn} ¹ áàçîþ
îêîëiâ òî÷êè y. Çàóâàæèìî, ùî êîëè ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî
êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî òèïó, à êîëè ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî êîæíà éîãî ïiäìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî òèïó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, B �

ìíîæèíà çëi÷åííîãî òèïó â Y , f : X × Y → Z � ñóêóïíî êàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

i fx � ìàéæå íåïåðåðâíå äëÿ âñiõ x ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ â X ìíîæèíè. Òîäi iñíó¹

çàëèøêîâà â X ìíîæèíà A, òàêà, ùî A×B ⊆ C(f).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè, çãiäíî ç ëåìîþ 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ
çàëèøêîâî¨ â X ìíîæèíè A, òàêî¨, ùî âiäîáðàæåííÿ f ìàéæå íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A×B. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé iñíó¹
ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X, òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E1 iñíó¹ òî÷êà yx ∈ B,
ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â òî÷öi (x, yx).
Çàôiêñó¹ìî ìåòðèêó | ◦ − ◦ | â ïðîñòîði Z, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êàòåãîði¨, òî iñíóþòü ε > 0 i ìíîæèíà E2 = {x ∈ E1 : (∀O ⊆ X ×
Y |(x, yx) ∈ int O)(ωf (O) ≥ ε)} äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X.

Íåõàé M � öå ìíîæèíà òî÷îê x ∈ X, äëÿ ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ fx ìàéæå íåïåðåðâíå.
Îñêiëüêè çà óìîâîþ ìíîæèíà M çàëèøêîâà, òî ìíîæèíà E = E2 ∩M äðóãî¨ êàòåãî-
ði¨ â X. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Vn : n ∈ N} âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí â Y ç
îçíà÷åííÿ ìíîæèíè çëi÷åííîãî òèïó, äëÿ ìíîæèíè B. Ïîêëàäåìî An = {x ∈ E : (yx ∈
Vn)(∃Bx ⊆ Y )(Vn ⊆ Bx)(ωfx(Bx) < ε

4
)}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî E =

∞⋃
n=1

An. Òîäi iñíó¹ íîìåð

n0, òàêèé, ùî ìíîæèíà An0 äåñü ùiëüíà â X. Íåõàé An0 ⊇ U0, äå U0 � âiäêðèòà íåïî-
ðîæíÿ ìíîæèíà â X. Ïîçíà÷èìî V0 = Vn0 . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíåïåðåðâíå
çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî iñíóþòü âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè U i V âiäïîâiäíî â X
i Y , òàêi, ùî U × V ⊆ U0 × V0 i ωf (U × V ) < ε

4
. Ïîêëàäåìî O =

⋃
x∈U∩An0

({x} × Bx). Öÿ

ìíîæèíà ùiëüíà â U×V0. Ïîêàæåìî, ùî ωf (O) < ε. Âiçüìåìî äâi òî÷êè pi = (xi, yi) ∈ O,
äå i = 1, 2. Íåõàé qi ∈ {xi} × (Bxi

∩ V ), äå i = 1, 2. Òîäi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(q1)|+ |f(q1)− f(q2)|+ |f(q2)− f(p2)| <
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
=

3ε

4
.

Îòæå, ωf (O) ≤ 3ε
4

< ε. Îñêiëüêè iñíó¹ òî÷êà x ∈ An0 ∩ U ⊆ E2, òî ïðèõîäèìî äî
ñóïåðå÷íîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi ìàéæå íåïå-
ðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ çìiííî¨ ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ â X
ìíîæèíè, ìàþòü âëàñòèâiñòü Ãàíà, ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàïðîïîíîâàíèì â [2] ïðèéîìîì.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñåïàðàáåëüíèé ç ïåðøîþ àêñiîìîþ

çëi÷åííîñòi ïðîñòið Ãàíà, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, f : X×Y → Z � ñóêóïíî êàçiíåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i fx � ìàéæå íåïåðåðâíå äëÿ âñiõ x ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ â X
ìíîæèíè. Òîäi f ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó X � áåðiâ ïðîñòið. Çàôiêñó¹ìî ìåòðèêó íà ïðîñòîði Z,
ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Îñêiëüêè ïðîñòið Y ñåïàðàáåëüíèé, òî iñíó¹ ìíîæèíà



186 Â. Â. ÍÅÑÒÅÐÅÍÊÎ

Y0 = {y1, y2, ..., yn, ...}, òàêà, ùî Y0 = Y . Çà òåîðåìîþ 1 ìíîæèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈
C(f)} çàëèøêîâà âX äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . ÍåõàéM � öå ìíîæèíà òî÷îê x ∈ X, äëÿ ÿêèõ
âiäîáðàæåííÿ fx ìàéæå íåïåðåðâíå. Òîäi ìíîæèíà X0 = M∩

⋂
y∈Y0

Cy(f) òåæ çàëèøêîâà
â X. Ïîêëàäåìî g = f |X0×Y . Âiäîáðàæåííÿ gx ìàéæå íåïåðåðâíå i òî÷êîâî ðîçðèâíå (à
òîìó, êëiêîâå) äëÿ âñiõ x ∈ X0. Òîìó çà ëåìîþ 2 âiäîáðàæåííÿ gx íåïåðåðâíå äëÿ x ∈ X0.
Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî y ∈ Y0 âiäîáðàæåííÿ gy íåïåðåðâíå. Îòæå, g ∈ CC(X0 × Y, Z).
Îñêiëüêè ïðîñòið Y ¹ ïðîñòîðîì Ãàíà, òî iñíó¹ çàëèøêîâà â X0 ìíîæèíà A, òàêà, ùî
A × Y ⊆ C(g). À, îñêiëüêè X \ A = (X \ X0) ∪ (X0 \ A), ìíîæèíà X \ X0 ¹ ïåðøî¨
êàòåãîði¨ â X i ìíîæèíà X0 \A ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X0, à òîìó i â X, òî ìíîæèíà X \A
¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X, çâiäêè, A � çàëèøêîâà â X. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ñóêóïíî
ìàéæå íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y . ßêùî âðàõóâàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
f êâàçiíåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 1 îäåðæèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Íåõàé òåïåð X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî
êàòåãîðiþ ïðîñòið X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ XI tXIItÃ, äå
XI � âiäêðèòà â X ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨, XII � âiäêðèòà â X ìíîæèíà, ÿêà ¹
áåðîâèì ïðîñòîðîì â iíäóêîâàíié ç X òîïîëîãi¨ i Ã � çàìêíåíà íiäå íå ùiëüíà â X
ìíîæèíà, ùî ¹ ìåæåþ ìíîæèíè XII . Íåõàé f0 = f |XII×Y . Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ
f0 ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíå i fx

0 � ìàéæå íåïåðåðâíå äëÿ âñiõ x ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨
â XII ìíîæèíè. Îñêiëüêè ïðîñòið XII áåðiâ, òî çà äîâåäåíèì âèùå iñíó¹ çàëèøêîâà
ìíîæèíà A â XII , òàêà, ùî A × Y ⊆ C(f0). Ìíîæèíà A çàëèøêîâà i â X, àäæå XII =
X \ (XI∪ Ã) çàëèøêîâà â X. Îñêiëüêè XII � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî C(f0) ⊆ C(f). Òîìó
A× Y ⊆ C(f).

4. Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî íàðiçíî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ f : R2 → R ¹ òî÷êîâî ðîç-
ðèâíîþ. Íàñïðàâäi ìè âñòàíîâèìî òðîõè ñèëüíiøèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R2 → R, òàêà, ùî fy ìîíîòîííà äëÿ âñiõ y ç äåÿêî¨ ñêðiçü

ùiëüíî¨ â R ìíîæèíè i fx ìîíîòîííà äëÿ âñiõ x ∈ R. Òîäi ôóíêöiÿ f òî÷êîâî ðîçðèâíà.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü âiäêðèòi íå-
ïîðîæíi ìíîæèíè U i V â R, òàêi, ùî ôóíêöiÿ f ðîçðèâíà â êîæíié òî÷öi ç U ×V . Òîäi
iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî ìíîæèíà E = {p ∈ U ×V : ωf (p) ≥ ε} äåñü ùiëüíà. Íåõàé ìíîæèíà
E ùiëüíà â U1 × V1, äå U1 i V1 âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè â R. Îñêiëüêè ìíîæèíà E
çàìêíåíà, òî U1 × V1 ⊆ E ⊆ U × V .

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � áàçà â R. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè An = {x ∈ U1 : ωfx(Vn) < ε
16
}.

Îñêiëüêè ìîíîòîííà ôóíêöiÿ òî÷êîâî ðîçðèâíà, òî U1 =
∞⋃

n=1

An. Òîäi iñíó¹ íîìåð n0,

òàêèé, ùî ìíîæèíà An0 ùiëüíà â äåÿêié âiäêðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi U2. Ïîêëàäåìî
V0 = Vn0 . Iñíó¹ òî÷êà y0 ∈ V0, òàêà, ùî ôóíêöiÿ fy0 òî÷êîâî ðîçðèâíà. Òîìó iñíó¹
íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê [a, b] â U2, òàêèé, ùî a, b ∈ An0 i ωfy0

([a, b]) < ε
16
.

Âèáåðåìî äîâiëüíèé íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê [c, d], òàêèé, ùî y0 ∈ [c, d] ⊆ V0 i ôóíêöi¨
fc i fd ìîíîòîííi. Ïîêàæåìî, ùî ωf ([a, b]× [c, d]) < ε. Ìà¹ìî

|f(a, c)− f(b, c)| ≤ |f(a, c)− f(a, y0)|+ |f(a, y0)− f(b, y0)|+ |f(b, y0)− f(b, c)| < 3ε

16

i ïîäiáíî |f(a, d)−f(b, d)| < 3ε
16
. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fc i fd ìîíîòîííi, òî |f(x′, c)−f(x′′, c)| <

3ε
16
i |f(x′, d)−f(x′′, d)| < 3ε

16
äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x′, x′′ ∈ [a, b]. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R
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ìà¹ìî

|f(x, c)− f(x, d)| ≤ |f(x, c)− f(a, c)|+ |f(a, c)− f(a, d)|+ |f(a, d)− f(x, d)| < 7ε

16
.

Òàêîæ ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ fx äëÿ êîæíîãî x ∈ R i äîâiëüíèõ y′, y′′ ∈ [c, d] âèïëèâà¹,
ùî |f(x, y′)− f(x, y′′)| < 7ε

16
. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê pi = (xi, yi) ∈ [a, b]× [c, d], i = 1, 2

ìà¹ìî

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(x1, y0)|+ |f(x1, y0)− f(x2, y0)|+ |f(x2, y0)− f(p2)| <
15ε

16
.

Îòæå, ωf ([a, b]× [c, d]) ≤ 15ε
16

< ε. Îñêiëüêè [a, b]× [c, d] ⊆ E, òî îäåðæó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ f : R2 → R, ÿêi ìîíîòîííi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨ ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè.

Òåîðåìà 4. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, B � ìíîæèíà çëi÷åííîãî òèïó â Y ,

âiäîáðàæåííÿ f : R × Y → R ìîíîòîííå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíå âiäíîñíî

äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíîæèíó â R.
Òîäi iñíó¹ çàëèøêîâà â R ìíîæèíà A, òàêà, ùî A×B ⊆ C(f).

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé iñíó¹ ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êàòåãî-
ði¨ â R, òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E1 iñíó¹ òî÷êà yx ∈ B, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹
íåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â òî÷öi (x, yx). Îñêiëüêè ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êà-
òåãîði¨, òî iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî ìíîæèíà E2 = {x ∈ E1 : ωf ({(x, yx)}) ≥ ε} äðóãî¨
êàòåãîði¨ â R. Íåõàé M � öå ìíîæèíà òî÷îê x ∈ R, äëÿ ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ fx íåïå-
ðåðâíå. Îñêiëüêè çà óìîâîþ ìíîæèíà M çàëèøêîâà, òî ìíîæèíà E = E2 ∩M äðóãî¨
êàòåãîði¨ â R. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Vn : n ∈ N} âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí â
Y , ÿêi ôiãóðóþòü â îçíà÷åííi ìíîæèíè çëi÷åííîãî òèïó, äëÿ ìíîæèíè B. Ïîêëàäåìî
An = {x ∈ E : (yx ∈ Vn)(ωfx(Vn) < ε

8
)}. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fx íåïåðåðâíå äëÿ x ∈ E,

òî E =
⋃∞

n=1 An. Òîäi iñíó¹ íîìåð n0, òàêèé, ùî ìíîæèíà An0 äåñü ùiëüíà â R. Íåõàé
An0 ⊇ U0, äå U0 � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X. Ïîçíà÷èìî V0 = Vn0 . Âèáåðåìî äî-
âiëüíó òî÷êó y0 ∈ V0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fy0 ìîíîòîííà, òî ìíîæèíà ¨¨ òî÷îê ðîçðèâó íå
áiëüø íiæ çëi÷åííà. Òîìó iñíó¹ íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê [a, b] ⊆ U0, òàêèé, ùî a, b ∈ An0

i ωfy0
([a, b]) < ε

8
.

Ïåðåâiðèìî, ÷è ωf ([a, b]× V0) < ε. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ V0. Òîäi

|f(a, y)− f(b, y)| ≤ |f(a, y)− f(a, y0)|+ |f(a, y0)− f(b, y0)|+ |f(b, y0)− f(b, y)| ≤ 3ε

8
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fy ìîíîòîííà äëÿ êîæíîãî y ∈ V0, òî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x′, x′′ ∈
[a, b] ìà¹ìî, ùî |f(x′, y)−f(x′′, y)| ≤ 3ε

8
. Âèáåðåìî äîâiëüíi òî÷êè pi = (xi, yi) ∈ [a, b]×V0,

äå i ∈ {1, 2}. Òîäi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(a, y1)|+ |f(a, y1)− f(a, y2)|+ |f(a, y2)− f(p2)| ≤
7ε

8
.

Îòæå, ωf ([a, b] × V0) ≤ 7ε
8

< ε. Îñêiëüêè An0 ∩ [a, b] 6= ∅, òî îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü ç
ïðèïóùåííÿì.
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Òåîðåìà 5. Íåõàé Y � ñåïàðàáåëüíèé ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi ïðîñòið Ãàíà,

âiäîáðàæåííÿ f : R × Y → R ìîíîòîííå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíå âiäíîñíî

äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíîæèíó â R.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Çàôiêñó¹ìî ìåòðè-
êó íà ïðîñòîði Z, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Îñêiëüêè ïðîñòið Y ñåïàðàáåëüíèé,
òî iñíó¹ ìíîæèíà Y0 = {y1, y2, ..., yn, ...}, òàêà, ùî Y0 = Y . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4 ìíî-
æèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} çàëèøêîâà â R äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Íåõàé
M � öå ìíîæèíà òî÷îê x ∈ R, äëÿ ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ fx íåïåðåðâíå. Òîäi ìíîæèíà
X0 = M ∩

⋂
y∈Y0

Cy(f) òåæ çàëèøêîâà â R. Ïîêëàäåìî g = f |X0×Y . Âiäîáðàæåííÿ gx

íåïåðåðâíå äëÿ âñiõ x ∈ X0 i äëÿ êîæíîãî y ∈ Y0 âiäîáðàæåííÿ gy íåïåðåðâíå. Îòæå,
g ∈ CC(X0 × Y, Z). Îñêiëüêè ïðîñòið Y ¹ ïðîñòîðîì Ãàíà, òî iñíó¹ çàëèøêîâà â X0

ìíîæèíà A, òàêà, ùî A × Y ⊆ C(g). À îñêiëüêè R \ A = (R \X0) ∪ (X0 \ A), ìíîæèíà
R \X0 ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â R i ìíîæèíà X0 \A ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X0, à òîìó i â R, òî
ìíîæèíà X \ A ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X, îòæå, A � çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåìî, ùî i âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A×Y . Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ A × Y i ε > 0. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ g íåïåðåðâíå â
òî÷öi p0, òî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U òà V òî÷îê x0 òà y0 âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ R òà
Y , òàêi, ùî ωg((U ∩ A)× V ) < ε

4
. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî y ∈ V ôóíêöiÿ fy ìîíîòîííà i

ìíîæèíà A ùiëüíà â U , òî äëÿ äîâiëüíèõ x′, x′′ ∈ U ìà¹ìî, ùî |f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ ε
4
.

Âiçüìåìî äîâiëüíi òî÷êè pi = (xi, yi) ∈ U × V , äå i ∈ {1, 2}. Òîäi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(x0, y1)|+ |f(x0, y1)− f(x0, y2)|+ |f(x0, y2)− f(p2)| ≤
3ε

4
.

Çâiäñè, ωf ((U×V ) < ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi p0. Îòæå, ôóíêöiÿ
f ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ïðîôåñîðó Â.Ê. Ìàñëþ÷åíêó çà ïîñòiéíó óâàãó äî
ðîáîòè.
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