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We discuss de�nitions of regular, critical and saddle points of continuous functions on the
plane. Two di�erent de�nitions of a regular point are given. The example is constructed of a
continuous non-negative function on the closed 2-disk D2 which vanishes at its boundary and
has exactly two local extrema in IntD2 and has no saddle points.

Å. À. Ïîëóëÿõ. Î ñåäëîâûõ òî÷êàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà çàìêíóòîì äâóìåðíîì äèñêå
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Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé, êðèòè÷åñêîé è ñåäëîâîé òî÷êè íåïåðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè. Äàþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êè.
Ñòðîèòñÿ ïðèìåð íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè íà çàìêíóòîì äâóìåðíîì äèñêå
D2, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå äèñêà, èìååò â IntD2 ðîâíî äâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìà
è íå èìååò ñåäëîâûõ òî÷åê.

1. Âñòóï. Íåõàé D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} � çàìêíåíèé êðóã íà ïëîùèíi, f : D → R � íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Iñíó¹ ïðèíàéìíi äâà ðiçíèõ ñïîñîáè âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî¨
òî÷êè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1. Òî÷êà x ∈ IntD íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië Ux 3 x, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ Ux çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà γy ìíîæèíè
Ux ∩ f−1(f(y)), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó y, ãîìåîìîðôíà äî âiäêðèòîãî iíòåðâàëó (0, 1).

Iíøèé ïiäõiä äà¹òüñÿ òàêèì îçíà÷åííÿì.

Îçíà÷åííÿ 2. Òî÷êà x ∈ IntD íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië Ux 3 x, ùî
• çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà γx ìíîæèíè Ux ∩ f−1(f(x)), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x, ãîìåîìîðôíà

äî âiäêðèòîãî iíòåðâàëó (0, 1);
• ìíîæèíà Ux \ γx = U−

x ∪ U+
x ìà¹ äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi U−

x i U+
x , ïðè÷îìó

∀y ∈ U+
x : f(x) < f(y) i ∀y ∈ U−

x : f(x) > f(y)

Òî÷êè êðóãà, ùî íå ¹ ðåãóëÿðíèìè, íàçèâàòèìåìî êðèòè÷íèìè.
Ìàþ÷è îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f , âèçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ñi-

äëîâî¨ òî÷êè.
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Îçíà÷åííÿ 3. Òî÷êà x ∈ IntD íàçèâà¹òüñÿ ñiäëîâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíóþòü
òàêi âiäêðèòèé îêië Ux 3 x i ãîìåîìîðôiçì h : Ux → IntD, ùî
• ïðè äåÿêîìó n > 1 äëÿ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi γx ìíîæèíè Ux ∩ f−1(f(x)), ÿêà

ìiñòèòü òî÷êó x, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü h(γx) = h(Ux) ∩ {z ∈ IntD|Re zn = 0};
• êîæíà òî÷êà y ∈ Ux \ {x} ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f .

Íàãàäà¹ìî, ùî ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ òî÷êà x, ÿêà ìà¹ îêië
Ux, òàêèé ùî àáî äëÿ âñiõ y ∈ Ux âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(y) ≤ f(x), àáî f(y) ≥ f(x)
äëÿ êîæíîãî y ∈ Ux.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : D → R, ÿêà âiäïîâiäà¹ äâîì äîäàòêîâèì
âèìîãàì:
(i) f(∂D) = 0, f(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ IntD (òóò ∂D êîëî, ÿêå ¹ ìåæåþ êðóãà D);
(ii) ôóíêöiÿ f ìà¹ â IntD òî÷íî äâà ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìà.

Çà àíàëîãi¹þ ç ãëàäêèì âèïàäêîì âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è âiðíî, ùî íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f , ÿêà âiäïîâiäà¹ âèìîãàì (i) i (ii), ìà¹ â IntD õî÷à á îäíó ñiäëîâó
òî÷êó?

Îñíîâíîþ ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ ïîáóäîâà íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : D → R, ÿêà âiäïîâiäà¹
âèìîãàì (i) i (ii) i íå ìà¹ â IntD æîäíî¨ ñiäëîâî¨ òî÷êè íåçàëåæíî âiä òîãî, çà äîïîìîãîþ
ÿêîãî ç îçíà÷åíü 1 àáî 2 âèçíà÷àþòüñÿ ¨¨ ðåãóëÿðíi òî÷êè.
2. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ f ç äâîìà åêñòðåìóìàìè i áåç ñiäëîâèõ òî÷îê. Ðîçiá'¹ìî
ïðîöåñ ïîáóäîâè f íà äåêiëüêà êðîêiâ çà íàñòóïíèì ïëàíîì.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ g : R2 → R, ÿêà ìà¹ òî÷íî òðè êðèòè÷íi
òî÷êè � äâà ëîêàëüíi ìàêñèìóìà M1 = (0, 1), M2 = (0,−1) i ñiäëîâó òî÷êó S = (0, 0).
Òàêîæ ïîäáà¹ìî, ùîá äëÿ äåÿêîãî c ∈ R ôóíêöiÿ g ìàëà ëiíiþ ðiâíÿ γ = g−1(c), ÿêà
îáìåæó¹ êðóã, ùî ìiñòèòü òî÷êè M1, M2 i S.

Ïîòiì ïîáóäó¹ìî ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ F : R2 \ {(0, 0)} → R2 \ {0} × [−1, 1], ÿêå
¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà ñâié îáðàç, i ïðîäîâæèìî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ F−1 : R2 \ {0} ×
[−1, 1] → R2\{(0, 0)} äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ F̂ òàê, ùîá F̂ ({0}× [−1, 1]) = (0, 0).

Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f̂ = g ◦ F̂ : R2 → R i äîâåäåìî, ùî æîäíà òî÷êà
âiäðiçêà R2 \{0}× [−1, 1] íå ¹ íi ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì, íi ñiäëîâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f̂ .

Îáìåæèìî f̂ íà çàìêíåíó îáëàñòü D̂, ìåæåþ ÿêî¨ ¹ ïðîñòà çàìêíåíà êðèâà γ̂ =
F (γ) = (g ◦ F̂ )−1(c) = f̂−1(c). Ôiêñó¹ìî ãîìåîìîðôiçì H0 : D̂ → ∂D i ïðîäîâæèìî éîãî
äî ãîìåîìîðôiçìó H : D̂ → D, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ Øåíôëiñà (äèâ. [1, 2]).

Ïîçíà÷èìî f ′ = f̂ ◦ H−1 : D → R. Òîäi ôóíêöiÿ f(x) = f ′(x) − c, x ∈ D, ìà¹ âiäïî-
âiäàòè óìîâàì (i) i (ii) i íi îäíà ç ¨¨ ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê íå áóäå ñiäëîâîþ.
2.1. Ôóíêöiÿ g ç äâîìà ëîêàëüíèìè ìàêñèìóìàìè i îäíi¹þ ñiäëîâîþ òî÷êîþ.
Íåõàé ρ � ñòàíäàðòíà âiäñòàíü íà ïëîùèíi. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g : C→ R,

g(z) = max(1− ρ(z, M1), 1− ρ(z, M2)) =

{
1− ρ(z,M1), ÿêùî Im z ≥ 0,

1− ρ(z,M2), ÿêùî Im z ≤ 0.
.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà, òî÷êè M1 i M2 ¹ ¨¨ ëîêàëüíèìè ìàêñèìóìà-
ìè i êîæíà òî÷êà ìíîæèíè C \ R × {0} ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ öi¹¨ ôóíêöi¨ ÿê â ñåíñi
îçíà÷åííÿ 1, òàê i â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.

Ùîá äîñëiäèòè ïîâåäiíêó g â òî÷êàõ ïðÿìî¨ R×{0}, çíàéäåìî ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ g.
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Î÷åâèäíî, ùî ïðè 0 < c < 1 ìíîæèíà gc = g−1(c) = {z|ρ(z,M1) = 1 − c} ∪
{z|ρ(z, M2) = 1− c} ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äâîõ êië ç öåíòðàìè â òî÷êàõ M1 i M2.

Ïðè c = 0 ìà¹ìî
g0 = {z|ρ(z, M1) = 1} ∪ {z|ρ(z,M2) = 1} = {z||z − i| = 1} ∪ {z||z + i| = 1}

i g0 ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ êië, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â ¹äèíié òî÷öi S = 0.
Ïðè c < 0 ìíîæèíà

gc = {z|ρ(z, M1) = 1− c, Im z ≥ 0} ∪ {z|ρ(z, M2) = 1− c, Im z ≤ 0}
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äóã çi ñïiëüíèìè êiíöÿìè.

Çà òåîðåìîþ Æîðäàíà ïðî êðèâó, ïðè c < 0 ïðîñòà çàìêíåíà êðèâà gc ðîçáèâà¹
ïëîùèíó íà äâi çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè, îäíà ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíà äî âiäêðèòîãî êðóãà, à
äðóãà íåîáìåæåíà. Ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç U0

g,c i U∞
g,c, âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

U0
g,c = {z|g(z) > c}, U∞

g,c = {z|g(z) < c}.
Çi ñêàçàíîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè (R\{0})×{0} ¹ ðåãóëÿðíîþ

òî÷êîþ ôóíêöi¨ g ÿê â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1, òàê i â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.
Òî÷êà æ S = 0 ¹ ñiäëîâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ g. Â îçíà÷åííi 3 äëÿ òî÷êè S òðåáà âçÿòè

n = 2, US = Uε(S) = {z|ρ(z, S) < ε} ïðè ε ∈ (0, 1). Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè íåïðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ h, ÿêå á âiäïîâiäàëî îçíà÷åííþ 3, íàì áóäå ïîòðiáíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
i éîãî íàñëiäîê.

Ëåìà 1. Íåõàé [a, b] ⊆ R i α, β : [a, b] → R� íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Íåõàé K = {(x, y) ∈ R2 :
x ∈ [a, b], y ∈ [min(α(x), β(x)), max(α(x), β(x))]}. Âiäîáðàæåííÿ G : [a, b]× [0, 1] → K,

G(x, t) = (x, tβ(x) + (1− t)α(x)) (1)

¹ ôàêòîðíèì.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé [a, b] ⊆ R i αi, βi : [a, b] → R, i = 1, 2, � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Íå-
õàé Ki = {(x, y) ∈ R2|x ∈ [a, b], y ∈ [min(αi(x), βi(x)), max(αi(x), βi(x))]}, Ci = {x ∈
[a, b]|αi(x) = βi(x)}, i = 1, 2.

ßêùî C1 ⊆ C2, òî âiäîáðàæåííÿ H : K1 → K2,

H(x, y) =





(
x,

(y − α1(x))β2(x) + (β1(x)− y)α2(x)

β1(x)− α1(x)

)
, α1(x) 6= β1(x),

(x, α2(x)), α1(x) = β1(x),

(2)

íåïðåðåðâíå.
ßêùî C1 = C2, òî H ãîìåîìîðôíî âiäîáðàæà¹ K1 íà K2.

Ïåðåä äîâåäåííÿì ëåìè íàãàäà¹ìî äåÿêi òîïîëîãi÷íi ïîíÿòòÿ (äèâ. [3]).
Íåõàé h : X → Y � äåÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé f i h � äåÿêi ðîçáèòòÿ

ïðîñòîðiâ X i Y, âiäïîâiäíî, i âiäîáðàæåííÿ h ïåðåâîäèòü åëåìåíòè ðîçáèòòÿ f â åëåìåíòè
ðîçáèòòÿ h. òîäi îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå i íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ fact h : X/f → Y/h,
äëÿ ÿêîãî êîìóòàòèâíîþ ¹ òàêà äiàãðàìà

X
h−−−→ Y

prX

y
yprY

X/f −−−→
fact h

Y/h
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Íåõàé òåïåð h � ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Y íà îêðåìi òî÷êè, zer h = f � ðîçáèòòÿ ïðî-
ñòîðó X íà ïðîîáðàçè òî÷îê ïðîñòîðó Y . Â öüîìó âèïàäêó Y/h ∼= Y , à âiäîáðàæåííÿ
fact h, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü h = fact h◦prX íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì
ôàêòîðîì âiäîáðàæåííÿ h. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðíèì, ÿêùî
éîãî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèé ôàêòîð ¹ ãîìåîìîðôiçìîì (â öüîìó âèïàäêó ïðîñòið Y ìî-
æíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó X çà ðîçáèòòÿì zer h).

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîîðäèíàòíi âiäîáðàæåííÿ pr1 ◦G : (x, t) 7→ x òà
ϕ(x, t) = pr2 ◦G(x, t) = tβ(x) + (1− t)α(x), (x, t) ∈ [a, b]× I, íåïåðåðâíi, òîìó ùî ìîæóòü
áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê êîìïîçèöi¨ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Âíàñëiäîê öüîãî i âiäîáðà-
æåííÿ G íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi (x, t) ∈ [a, b]× I.

Çðîçóìiëî, ùî ïiäïðîñòið K ïëîùèíè R2 ãàóñäîðôiâ i G([a, b] × I) = K. Ïðîñòið
[a, b]× I ¹ êîìïàêòîì, òîìó âiäîáðàæåííÿ G çàìêíåíå, à öå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ éîãî
ôàêòîðíîñòi (äèâ.[3]).

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Gi : [a, b] × I → Ki, i = 1, 2, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü ëåìi 1. Ìîæåìî äèâèòèñÿ íà ïðîñòîðè Ki, ÿê íà ôàêòîð-ïðîñòîðè ïðîñòîðó
[a, b]× I çà ðîçáèòòÿìè zer Gi, à Gi ââàæàòè âiäîáðàæåííÿìè ïðîåêöi¨.

Äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b] ïðè x /∈ Ci êîæíà òî÷êà âiäðiçêà {x}×I ¹ åëåìåíòîì ðîçáèòòÿ
zer Gi, à ïðè x ∈ Ci âåñü âiäðiçîê {x} × I ñòà¹ åëåìåíòîì zer Gi, i = 1, 2. Âêëþ÷åííÿ
C1 ⊆ C2 ãàðàíòó¹ íàì, ùî ðîçáèòòÿ zer G1 ¹ ïîäðiáíåííÿì ðîçáèòòÿ zer G2. Òîìó iñíó¹
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Ĥ, ÿêå çàìèêà¹ êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

[a, b]× I
Id−−−→ [a, b]× I

G1

y
yG2

K1 −−−−−→
Ĥ=fact Id

K2

Íåõàé (x, t) ∈ [a, b]×I, (x, yi) = Gi(x, t), i = 1, 2. Òîäi Ĥ(x, y1) = (x, y2). Ç ôîðìóëè (1)
çíàõîäèìî yi − αi(x) = t(βi(x)− αi(x)), i = 1, 2.

ßêùî α1(x) 6= β1(x), òî t = (y1 − α1(x))/(β1(x)− α1(x)) i
y2 =

(y1 − α1(x))β2(x) + (β1(x)− y1)α2(x)

β1(x)− α1(x)
.

ßêùî æ α1(x) = β1(x), òî çi ñïiââiäíîøåííÿ C1 ⊆ C2 âèïëèâà¹, ùî α2(x) = β2(x) i
y2 = α2(x).

Î÷åâèäíî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x, y1) ∈ K1 çíàéäåòüñÿ ¨¨ ïðîîáðàç (x, t) ∈ G−1
1 (x, y1) ⊆

{x} × I ⊆ [a, b]× I. Òîìó âiäîáðàæåííÿ Ĥ = fact Id âiäïîâiäà¹ ôîðìóëi 2, òîáòî Ĥ = H.
ßêùî C1 = C2, òî ÿê ëåãêî áà÷èòè, ðîçáèòòÿ zer G1 i zer G2 çáiãàþòüñÿ. Òîìó âiä-

îáðàæåííÿ H ái¹êòèâíå. Ìíîæèíà K1 = G1([a, b]× I) ¹ êîìïàêòîì (ÿê îáðàç êîìïàêòó
[a, b]× I â ãàóñäîðôîâîìó ïðîñòîði K1) i ïðîñòið K2 ãàóñäîðôiâ, òîìó âiäîáðàæåííÿ H
¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Ïîâåðíåìîñü äî ôóíêöi¨ g : R2 → R. Äîâåäåìî, ùî òî÷êà S = 0 ¹ ñiäëîâîþ äëÿ g. Ìè
âæå ïåðåâiðèëè, ùî âñi áëèçüêi äî S òî÷êè ¹ ðåãóëÿðíèìè äëÿ g, òîìó íàì äîñòàòíüî
ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçì h : US → R2, ÿêèé çàäàíèé íà äåÿêîìó îêîëi US òî÷êè S i
âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó g0 ∩ US íà h(US) ∩ {z|Re z2 = 0}.
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Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò [−1, 1] × [−1, 1] ⊆ R2 i íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ϕ1, ψ1, ϕ2, ψ2, η1,
η2 : [−1, 1] → [−1, 1], ϕ1(x) = −1+

√
1− x2, ψ1(x) = 1−√1− x2, ϕ2(x) = −|x|, ψ2(x) = |x|,

η1(x) = −1, η2(x) = 1.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà Θ1 = {(x, ϕ1(x))|x ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, ψ1(x))|x ∈ [−1, 1]} óòâî-

ðþ¹ ïåðåòèí ([−1, 1]×[−1, 1])∩g0, à ìíîæèíà Θ2 = {(x, ϕ2(x))|x ∈ [−1, 1]}∪{(x, ψ2(x))|x ∈
[−1, 1]} óòâîðþ¹ äiàãîíàëi êâàäðàòà [−1, 1] × [−1, 1] (ïåðåòèí êâàäðàòà ç ìíîæèíîþ
{z|Re z2 = 0}).

Çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 1 ïîñëiäîâíî äî ïàð ôóíêöié η1, ϕ1 i η1, ϕ2; ϕ1, ψ1 i ϕ2, ψ2; ψ1,
η2 i ψ2, η2. Îòðèìà¹ìî ðîçáèòòÿ êâàäðàòà íà òðè çàìêíåíèõ îáëàñòi K1

1 , K2
1 , K3

1 , i òðè
ãîìåîìîðôiçìè Hi : K i

1 → K i
2, i ∈ {1, 2, 3}, ÿêi óçãîäæåíi íà ñïiëüíèõ ÷àñòèíàõ îáëàñòåé

K1
1 , K2

1 , K3
1 . Îòæå, êîðåêòíî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

h[−1, 1]2 → [−1, 1]2, h(x, y) = Hi(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K i
1, i öå âiäîáðàæåííÿ ïåðåâîäèòü

ìíîæèíó Θ1 â Θ2 (äèâ. ðèñ. 1).

K1

1

K2

1

K3

1

K1

2

K2

2

K3

2

η2

ϕ1

ψ1

η2

ϕ2

ψ2

h

Ðèñ. 1: Çàøòðèõîâàíi îáëàñòi K2
1 i K2

2

2.2. Âiäîáðàæåííÿ F : R2 \ {0} → R2. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó J =

[−1, 1] ϕ̃1(x) = −1 − √1− x2, ϕ1(x) = −1 +
√

1− x2, ψ̃1(x) = 1 +
√

1− x2, ψ1(x) = 1 −√
1− x2, ϕ2(x) = −|x|, ψ2(x) = |x|, η1(x) = −1, η2(x) = 1, à òàêîæ ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi

J \ {0} ν(x) = (1− |x|)2 sin −π
x

, ν1(x) = ν(x)− |x|, ν2(x) = ν(x) + |x|.
Ãðàôiêè öèõ ôóíêöié íàâåäåíi íà ðèñóíêàõ 2 i 3.

ν

Ðèñ. 2: Ôóíêöiÿ ν. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíî ôóíêöi¨ ±(1− |x|)2

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ òàêi ïiäìíîæèíè ïëîùèíè
K− = {(x, y)|x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), ϕ2(x)]}, K̂− = {(x, y)|x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), η1(x)]},
K+ = {(x, y)|x ∈ J, y ∈ [ψ2(x), ψ̃1(x)]}, K̂+ = {(x, y)|x ∈ J, y ∈ [η2(x), ψ̃1(x)]},
L = R2 \ {(x, y)|x ∈ J, y ∈ [ϕ̃1(x), ψ̃1(x)]}.
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ν1

ν2

Ðèñ. 3: Ôóíêöi¨ ν1 i ν2

Çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 1 ïðè [a, b] = J , α1 = ϕ̃1, β1 = ϕ2, α2 = ϕ̃1, β2 = η1. Îòðèìà¹ìî
ãîìåîìîðôiçì F− : K− → K̂−, ÿêèé äëÿ êîæíîãî x ∈ J ëiíiéíî âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê
{x} × [ϕ̃1(x), ϕ2(x)] íà âiäðiçîê {x} × [ϕ̃1(x), η1(x)].

Ïîäiáíî, ïðè α1 = ψ2, β1 = ψ̃1, α2 = η2 i β2 = ψ̃1 íàñëiäîê 1 äàñòü íàì ãîìåîìîðôiçì
F+ : K+ → K̂+. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ãîìåîìîðôiçì FL = IdL : L → L.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ äëÿ êîæíîãî n ∈ Z \ {0} ìíîæèíè

In =

[
min

(
1

n
,

1

n + 1

)
, max

(
1

n
,

1

n + 1

)]
,

K−
n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [ϕ2(x), ϕ1(x)]}, K̂−

n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [η1(x), ν1(x)]},
K0

n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [ϕ1(x), ψ1(x)]}, K̂0
n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [ν1(x), ν2(x)]},

K+
n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [ψ1(x), ψ2(x)]}, K̂+

n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [ν2(x), η2(x)]},
Kn = K−

n ∪K0
n ∪K+

n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [−|x|, |x|]},
K̂n = K̂−

n ∪ K̂0
n ∪ K̂+

n = {(x, y)|x ∈ In, y ∈ [−1, 1]}.
Íåõàé n ∈ Z \ {0}. Äëÿ âiäðiçêó [a, b] = In i ôóíêöié α1 = ϕ2, β1 = ϕ1, α2 = η1,

β2 = ν1 íàñëiäîê 1 äàñòü íàì ãîìåîìîðôiçì F−
n : K−

n → K̂−
n , ÿêèé ïðè êîæíîìó x ∈ In

âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê {x} × [ϕ2(x), ϕ1(x)] ëiíiéíî íà âiäðiçîê {x} × [η1(x), ν1(x)].
Àíàëîãi÷íî, êîðèñòóþ÷èñü íàñëiäêîì 1, ñïî÷àòêó äëÿ ôóíêöié ϕ1, ψ1, ν1, ν2, à ïî-

òiì äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2, ν2, η2, îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíî ãîìåîìîðôiçìè F 0
n : K0

n → K̂0
n,

F+
n : K+

n → K̂+
n .

Ïîìiòèìî, ùî ãîìåîìîðôiçìè F−
n , F 0

n i F+
n óçãîäæåíi íà ñïiëüíié ÷àñòèíi îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ, òîáòî F−
n = F 0

n íà ìíîæèíi K−
n ∩K0

n i F 0
n = F+

n íà ìíîæèíi K0
n ∩K+

n . Òîìó
âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ Fn : Kn → K̂n,

Fn(x, y) =





F−
n (x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K−

n ,

F 0
n(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K0

n,

F+
n (x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K+

n .

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè ç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ (äèâ. [3]).
Ôóíäàìåíòàëüíèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ òàêå ïîêðèòòÿ {Vα}α∈A, ùî

äîâiëüíà ìíîæèíà U ⊆ X âiäêðèòà (çàìêíåíà) â X, êîëè äëÿ êîæíîãî α ∈ A ìíîæèíà
U ∩Vα âiäêðèòà (çàìêíåíà) â ïðîñòîði Vα â iíäóêîâàíié ç X òîïîëîãi¨. Âiäîìî, ùî êîæíå
âiäêðèòå ïîêðèòòÿ, à òàêîæ ëîêàëüíî-ñêií÷åíå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì.

Íåõàé {Vα}α∈A � äåÿêå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X i {Θα : Vα → Y }α∈A � ñiì'ÿ âiäîáðà-
æåíü, ÿêi óçãîäæåíi íà ñïiëüíié ÷àñòèíi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, òîáòî Θα

∣∣
Vα∩Vβ

= Θβ

∣∣
Vα∩Vβ

,
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ÿêùî Vα ∩ Vβ 6= ∅, α, β ∈ A.
Íåõàé âiäîáðàæåííÿ Θ: X → Y âèçíà÷åíå çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ Θ(x) =

Θα(x), ÿêùî x ∈ Vα.
Òîäi ÿêùî âñi Θα íåïåðåðâíi i ïîêðèòòÿ {Vα} ôóíäàìåíòàëüíå, òî i Θ íåïåðåðâíå.
Ïîêðèòòÿ K−

n , K0
n, K+

n ìíîæèíè Kn ¹ çàìêíåíèì i ñêií÷åíèì, òîìó âîíî ôóíäàìåí-
òàëüíå i âiäîáðàæåííÿ Fn íåïåðåðâíå. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Fn âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî âiäîáðà-
æà¹ êîìïàêò Kn íà K̂n, îòæå öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

K =
⋃

n∈Z\{0}
Kn = {(x, y)|x ∈ J \ {0}, y ∈ [−|x|, |x|]},

K̂ =
⋃

n∈Z\{0}
K̂n = {(x, y)|x ∈ J \ {0}, y ∈ [−1, 1]}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ ìíîæèí {Kn}n∈Z\{0} óòâîðþ¹ ëîêàëüíî-ñêií÷åííå çàìêíåíå
ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó K i ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {Fn} âiäïîâiäà¹ óìîâàì

Fn
∣∣
Kn∩Km

= Fm
∣∣
Kn∩Km

, m, n ∈ Z \ {0}

(çà ïîáóäîâîþ Kn ∩Km 6= ∅ òiëüêè ÿêùî |m− n| ≤ 1). Òîìó ïîêðèòòÿ {Kn} ôóíäàìåí-
òàëüíå i âiäîáðàæåííÿ FK : K → K̂,

FK(x, y) = Fn(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ Kn, n ∈ Z \ {0},
íåïåðåðâíå.

Êîæíå ç âiäîáðàæåíü Fn ¹ ãîìåîìîðôiçìîì Kn íà K̂n, òîìó âèçíà÷åíi íåïåðåðâíi
âiäîáðàæåííÿ F̂n = F−1

n : K̂n → Kn, n ∈ Z \ {0}. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

F̂n

∣∣∣
K̂n∩K̂m

= F̂m

∣∣∣
K̂n∩K̂m

, m, n ∈ Z \ {0}.

Îòæå, âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ F̂K : K̂ → K,

F̂K(x, y) = F̂n(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K̂n, n ∈ Z \ {0}.

ßê i âèùå, ñiì'ÿ ìíîæèí {K̂n}n∈Z\{0} óòâîðþ¹ ôóíäàìåíòàëüíå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó K̂ i
âiäîáðàæåííÿ F̂K íåïåðåðâíå.

ßêùî (x, y) ∈ Kn, òî FK(x, y) ∈ K̂n i

F̂K ◦ FK(x, y) = F̂K ◦ Fn(x, y) = F̂n ◦ Fn(x, y) = F−1
n ◦ Fn(x, y) = (x, y).

Òîìó F̂K ◦ FK = IdK .
Ïîäiáíî, FK ◦ F̂K = IdK̂ . Îòæå, F̂K = F−1

K i âiäîáðàæåííÿ FK : K → K̂ ¹ ãîìåîìîð-
ôiçìîì.

Î÷åâèäíî, FK
∣∣
{−1}×J

= F−1

∣∣
{−1}×J

= Id; FK
∣∣
{1}×J

= F1
∣∣
{1}×J

= Id . Òîìó âèêîíóþ-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

FK
∣∣
K∩L

= FL
∣∣
K∩L

; FK
∣∣
K∩K± = F±|K∩K± ; FL

∣∣
K∩K± = F±|L∩K± .
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Ïîçíà÷èìî

M+ = K+ \ {(0, 0)}; M̂+ = K̂+ \ {(0, 1)}; M− = K− \ {(0, 0)}; M̂− = K̂− \ {(0,−1)}.

Î÷åâèäíî, F±(M±) = M̂±, òîìó âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ (äèâ. ðèñ. 4)

F : R2 \ {0} = K ∪M+ ∪M− ∪ L → R2,

F (x, y) =





(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ L;

F±(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ M±;

FK(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K.

Íàáið ìíîæèí {K, M+,M−, L} ¹ ñêií÷åííèì çàìêíåíèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó R2\{0},
òîìó öå ïîêðèòòÿ ôóíäàìåíòàëüíå i âiäîáðàæåííÿ F íåïåðåðâíå.

K

K+

K̂ L

K̂+

ψ1

ϕ2

ψ2

ψ1

η1

η2

F

Ðèñ. 4: Âiäîáðàæåííÿ F . Çàøòðèõîâàíî îáëàñòi K i K̂

Çà ïîáóäîâîþ F (R2 \ {0}) = K̂ ∪ M̂+ ∪ M̂− ∪ L = R2 \ ({0} × J).
ßê i âèùå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ F−1

L , (F±)−1 i F̂K = F−1
K óçãîäæåíi íà

ïåðåòèíi ñâî¨õ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ i ïîêðèòòÿ K̂, M̂+, M̂−, L ïðîñòîðó R2 \ ({0} × J)

ôóíäàìåíòàëüíå. Òîìó âèçíà÷åíå i íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ F̂0 : R2 \ ({0} × J) → R2,

F̂0(x, y) =





(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ L;

(F±)−1(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ M̂±;

F̂K(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ K̂.

Ïðîñòà áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî F̂0(R2 \ ({0} × J)) = R2 \ {0}, F̂0 ◦ F = Id,
F ◦ F̂0 = Id. Òîìó F ãîìåîìîðôíî âiäîáðàæà¹ R2 \ {0} íà R2 \ ({0} × J) i F̂0 = F−1.

Äîâèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F̂0 íà {0}×J äî âiäîáðàæåííÿ F̂ : R2 → R2 çà äîïîìîãîþ
ñïiââiäíîøåííÿ

F̂ (x, y) =

{
F̂0(x, y), ÿêùî (x, y) ∈ R2 \ ({0} × J);

(0, 0), ÿêùî (x, y) ∈ {0} × J.

Ïåðåâiðèìî íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ F̂ . Íåõàé U ⊆ R2 � âiäêðèòà ìíîæèíà.
ßêùî 0 /∈ U , òî F̂−1(U) = F̂−1

0 (U) � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 \ ({0}×J), ÿêèé
ñàì ¹ âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì ïëîùèíè. Òîìó ìíîæèíà F̂−1(U) âiäêðèòà â R2.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî 0 ∈ U . Çà ïîáóäîâîþ F±(0, 0) = (0,±1) = F̂−1(0, 0) ∩ K±.
Òîìó F̂ ∣∣

K̂±
= (F±)−1 i iñíóþòü òàêi δ+, δ− > 0, ùî F̂−1(U) ∩ K̂± ⊇ Bδ±(0,±1). Òóò

Bε(z0) = {z||z − z0| < ε} � âiäêðèòèé êðóã ðàäióñà ε > 0 ç öåíòðîì â òî÷öi z0.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ m ∈ N, äëÿ ÿêîãî Vm ⊆ Bε(0, 0), äå

Vm =
⋃

i∈Z\{0},
|i|>m

Ki,

òîìó iñíó¹ òàêå s ∈ N, ùî V̂s ⊆ F̂−1(U), äå

V̂s = F̂−1(Vs) = F (Vs) =
⋃

i∈Z\{0},
|i|>s

K̂i.

Çà ïîáóäîâîþ V̂s = ((−1/s, 0) ∪ (0, 1/s))× J . Íåõàé δ = min(δ+, δ−, 1/s). Òîäi

Bδ({0} × J) = (Bδ(0, 1) ∩ K̂+) ∪ (Bδ(0,−1) ∩ K̂−)∪
∪ (

((−δ, 0) ∪ (0, δ))× J
) ∪ F̂−1(0, 0) ⊆ F̂−1(U),

i ìíîæèíà F̂−1(U) âiäêðèòà â R2, òîìó ùî âîíà ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí

F̂−1(U) = F̂−1(U \ {(0, 0)}) ∪Bδ({(0, 0)} × J).

2.3. Ôóíêöiÿ f̂ = g ◦ F̂ : R2 → R íå ìà¹ ñiäëîâèõ òî÷îê. Âiäîáðàæåííÿ F̂ ∣∣
R2\{0}×J

=

F−1 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà ñâié îáðàç, òîìó òî÷êè q1 = F̂−1(0, 1) = F (0, 1) i q2 =

F̂−1(0,−1) = F (0,−1) áóäóòü ëîêàëüíèìè ìiíiìóìàìè ôóíêöi¨ f̂ , à âñi òî÷êè ç ìíî-
æèíè R2 \ ({0} × J ∪ {q1, q2}) áóäóòü ðåãóëÿðíèìè òî÷êàìè öi¹¨ ôóíêöi¨.

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà {0} × J íå ìiñòèòü ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ ôóíêöi¨ f̂ .
Íåõàé y ∈ [−1, 1]. Òîäi ðiâíÿííÿ sin(−π/x) = y ìà¹ íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè

xm = xm(y) =
π

2πm− arcsin y
, m ∈ Z.

Î÷åâèäíî, xm → ±0 âiäïîâiäíî ïðè m → ±∞. Òîìó ν1(xm) = (1 − |xm|)2y − |xm| → y i
ν2(xm) = (1− |xm|)2y + |xm| → y.

Îòæå, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (0, y) ∈ {0} × J i êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ N ∈ N, òàêå, ùî
ν1(xm(y)), ν2(xm(y)) ∈ Bε(0, y) ïðè âñiõ m ∈ Z, |m| > N .

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

µ̂+(y, m) = {xm} ×
(
[−1, ν1(xm)) ∪ (ν2(xm), 1]

)
,

µ̂−(y, m) = {xm} × (ν1(xm), ν2(xm)), |m| > 1.

Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî

µ+(y, m) = F̂ (µ̂+(y, m)) = {xm} ×
(
[−1, ϕ1(xm)) ∪ (ψ1(xm), 1]

) ⊆ g−1((0, 1)),

µ−(y, m) = F̂ (µ̂−(y, m)) = {xm} × (ϕ1(xm), ψ1(xm)) ⊆ g−1((−∞, 0)).
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Òîìó f̂(z) > 0 äëÿ âñiõ z ∈ µ̂+(y,m), òà f̂(z) < 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ µ̂−(y, m).
Î÷åâèäíî, ïðè ôiêñîâàíèõ (0, y) ∈ {0} × J i ε > 0, à òàêîæ ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ

ïî ìîäóëþ m ∈ Z ìà¹ìî µ̂±(y, m) ∩Bε(0, y) 6= ∅.
Îòæå, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (0, y) ∈ {0} × J â ¨¨ äîâiëüíîìó îêîëi çíàéäóòüñÿ ÿê òî÷êè,

â ÿêèõ ôóíêöiÿ f̂ âiä'¹ìíà, òàê i òî÷êè, â ÿêèõ öÿ ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ.
Çâàæàþ÷è íà òå, ùî f̂({0} × J) = g(0, 0) = 0, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ìíîæèíà {0} × J

íå ìiñòèòü ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ ôóíêöi¨ f̂ i ¹äèíèìè ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè öi¹¨
ôóíêöi¨ ¹ òî÷êè q1 i q2.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ðiâíÿ f̂0 = f̂−1(0) = F̂−1(g0) = F (g0) ∪ {0} × J . Î÷åâèäíî,
ùî ìíîæèíà g0 = g−1(0) ¹ îá'¹äíàííÿì ãðàôiêiâ ôóíêöié ϕ̃1, ϕ1, ψ1, ψ̃1 íà âiäðiçêó
J = [−1, 1]. Òîìó ìíîæèíà f̂0 ¹ îá'¹äíàííÿì ãðàôiêiâ ôóíêöié ϕ̃1, ψ̃1 íà âiäðiçêó J ,
ãðàôiêiâ ν1, ν2 íà ìíîæèíi [−1, 0) ∪ (0, 1], à òàêîæ ìíîæèíè {0} × J .

Çà ïîáóäîâîþ â îêîëi ìíîæèíè {0} × J ôóíêöi¨ ν1 i ν2 ìàþòü ïîâåäiíêó òàêó æ, ÿê
sin(1/x), òîìó {0}×J ¹ êîìïîíåíòîþ ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè f̂0 i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
z ∈ {0}×J i ¨¨ äîñòàòíüî ìàëîãî âiäêðèòîãî îêîëó Uz ìíîæèíà γz (êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi
òî÷êè z â ìíîæèíi f̂0∩Uz) íàëåæèòü äî {0}×J . Òîìó ìíîæèíà γz ãîìåîìîðôíà àáî äî
iíòåðâàëó, àáî äî íàïiâiíòåðâàëó, i íå ìîæå áóòè âiäîáðàæåíà íà ïåðåòèí äåÿêîãî îêîëó
ïî÷àòêó êîîðäèíàò ç ìíîæèíîþ {z|Re zn = 0} ïðè n ≥ 2.

Çi ñêàçàíîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íi îäíà òî÷êà âiäðiçêà {0} × J íå ¹ ñiäëîâîþ äëÿ
ôóíêöi¨ f̂ .
2.4. Ôóíêöiÿ f íà êðóçi ç äâîìà ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè i áåç ñiäëîâèõ
òî÷îê. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó f̂−1 = f̂−1(−1) = F̂−1(g−1(−1)) = F (g−1). Ëåãêî áà÷èòè,
ùî g−1 = g−1(−1) ¹ ïiäìíîæèíîþ L, òîìó F (g−1) = g−1 i f̂−1 = g−1.

Â ïiäðîçäiëi ìè âñòàíîâèëè, ùî ìíîæèíà g−1 ãîìåîìîðôíà äî êîëà i îáìåæó¹ êðóã
U0

g,−1, ÿêèé ìiñòèòü îáèäâà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ g i ¨ ¨ ñiäëîâó òî÷êó (0, 0) ∈
g−1(0). Çà ïîáóäîâîþ îáèäâà åêñòðåìóìè q1 i q2 ôóíêöi¨ f̂ íàëåæàòü äî ìíîæèíè

{0} × (
(ϕ̃1(0), η1(0)) ∪ (η2(0), ψ̃1(0))

)
= {0} × (

(−2,−1) ∪ (1, 2)
)
,

ÿêà ëåæèòü â U0
g,−1.

Çàôiêñó¹ìî ãîìåîìîðôiçì H0 : g−1 → ∂D = {z ∈ C||z| = 1} i, ñêîðèñòàâøèñü òåîðå-
ìîþ Øåíôëiñà (äèâ. [1, 2]), ïðîäîâæèìî éîãî äî ãîìåîìîðôiçìó H : g−1 ∪ U0

g,−1 → D.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : D → R, f(x, y) = f̂◦H−1(x, y)+1 = g◦F̂◦H−1(x, y)+1, (x, y) ∈ D.
Î÷åâèäíî, ùî ∂D = f−1(0) i f(x, y) > 0 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ IntD. Çà ïîáóäîâîþ îáèäâi òî-
÷êè (F ◦H−1)−1(0, 1) = H ◦ F (0, 1) = H(q1) i (F ◦H−1)−1(0,−1) = H ◦ F (0,−1) = H(q2)
íàëåæàòü äî IntD. Òîìó ôóíêöiÿ f âiäïîâiäà¹ óìîâàì (i) i (ii) ç ðîçäiëó .

Çðîçóìiëî, ùî âëàñòèâiñòü òî÷êè áóòè ñiäëîâîþ òî÷êîþ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ òîïîëî-
ãi÷íèì iíâàðiàíòîì. Âiäîáðàæåííÿ H−1 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i ôóíêöiÿ f̂ íå ìà¹ ñiäëîâèõ
òî÷îê. Òîìó ôóíêöiÿ f̂ ◦H−1, à ðàçîì ç íåþ i f , íå ìàþòü ñiäëîâèõ òî÷îê â IntD.

Îòæå, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé D � ñòàíäàðòíèé çàìêíåíèé êðóã íà ïëîùèíi, ∂D � éîãî ìåæà.
Iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : D → R, ÿêà âiäïîâiäà¹ âèìîãàì:
(i) f(∂D) = 0;
(ii) f(z) > 0 äëÿ êîæíîãî z ∈ IntD;
(iii) f ìà¹ â IntD òî÷íî äâà ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìè;
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(iv) f íå ìà¹ ñiäëîâèõ òî÷îê â IntD.

3. Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ.
3.1. Íåâàæêî äîâåñòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f̂ êîæíà òî÷êà ìíîæèíè {0} × (−1, 1) ¹ ðåãó-
ëÿðíîþ â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1 (öå ¹ íàñëiäêîì ç òîãî, ùî çà ïîáóäîâîþ ïðè c 6= 0 êîæíà
ëiíiÿ ðiâíÿ f̂−1(c) â ìíîæèíi K̂ ∪ K̂+ ∪ K̂− ëîêàëüíî ¹ ãðàôiêîì íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨).
Òîìó òî÷êè (0, 1) i (0,−1) ¹ içîëüîâàíèìè êðèòè÷íèìè òî÷êàìè äëÿ f̂ , àëå âîíè íå ¹ íi
ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè, íi ñiäëîâèìè òî÷êàìè.

Ç iíøîãî áîêó, âèùå äîâåäåíî, ùî â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2 êîæíà òî÷êà âiäðiçêó {0} ×
[−1, 1] ¹ êðèòè÷íîþ.
3.2. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi ìíîæèíó R = {z||z− i/2| = 1/2}∪{z||z− i| = 1} i ôóíêöiþ
g̃ : C→ R, g̃(z) = ±ρ(z, R), z ∈ C, ïðè÷îìó çíàêè ðîçñòàâèìî ÿê íà ðèñóíêó 5.

−

+

−

Ðèñ. 5: Çíàêè ôóíêöi¨ g̃

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì â òî÷öi (0, 3/2), ëîêàëüíèé
ìiíiìóì â òî÷öi (0, 1/2), òî÷êà (0, 0) ¹ ¨¨ ñiäëîâîþ òî÷êîþ, à âñi iíøi òî÷êè ðåãóëÿðíi ÿê
â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1, òàê i â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.

Ñòàðòóþ÷è ç öi¹¨ ôóíêöi¨, çà äîïîìîãîþ îïèñàíîãî âèùå ìåòîäó ìîæíà ïîáóäóâàòè
ôóíêöiþ f̃ : D → R, ÿêà âiäïîâiäà¹ òåîðåìi 1 i ìà¹ îäèí ëîêàëüíèé ìàêñèìóì i îäèí
ëîêàëüíèé ìiíiìóì â IntD.
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