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Èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå è àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ èç H â H. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèé.

1. Âñòóï. Ìíîæåííÿ êâàòåðíiîíiâ íå êîìóòàòèâíå � âîíè óòâîðþþòü òiëî, ÿêå ïîçíà-
÷àþòü H. Íàäàëi H = {x : x = x1 + ix2 + jx3 + kx4, äå xs ∈ R, s ∈ {1, 2, 3, 4} òà i, j,
k � �óÿâíi îäèíèöi�} � òiëî êâàòåðíiîíiâ; ‖x‖ =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 � íîðìà (ìîäóëü)

êâàòåðíiîíà x.
Ñêðiçü ó ñòàòòi ìàòðèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.
Íåõàé X = Rn àáî H.
Âiäîáðàæåííÿ f , g : X → X íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî ñïðÿæåíèìè (áóäåìî ïîçíà÷àòè

f
l∼ g), ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ h : X → X òàêå, ùî g = h ◦ f ◦ h−1.
Âiäîáðàæåííÿ f , g : X → X íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè (áóäåìî ïîçíà-

÷àòè f
t∼ g), ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h : X → X òàêèé, ùî g = h ◦ f ◦ h−1.

Î÷åâèäíî, ùî ç ëiíiéíî¨ ñïðÿæåíîñòi âèïëèâà¹ òîïîëîãi÷íà ñïðÿæåíiñòü, íàâïàêè íå
âiðíî.

Ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè, ùî äiþòü ç H â H, íàçèâàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó:
f(x) = ax òà f̃(x) = xa, äå a, b, x ∈ H.

Ïiä àôiííèì âiäîáðàæåííÿì, ùî äi¹ ç H â H, áóäåìî ðîçóìiòè âiäîáðàæåííÿ âèãëÿ-
äó: f(x) = ax+ b àáî f̃(x) = xa+ b, äå a, b, x ∈ H.

Ó ñòàòòi [1] ä¹òüñÿ êëàñèôiêàöiÿ, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi, àôiííèõ
âiäîáðàæåíü ç R â R òà ÷àñòèíè àôiííèõ âiäîáðàæåíü ç Rn â Rn, n ≥ 2. Ó ñòàòòi [2]
îòðèìàíî òàêó æ êëàñèôiêàöiþ âñiõ àôiííèõ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ç R2 â R2.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ñòàòòi � êëàñèôiêàöiÿ àôiííèõ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ç H
â H, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi.

2. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç R4 â R4. Äëÿ êëàñèôiêàöi¨
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç H â H, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi, âèêîðèñòîâó¹ìî
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ïîäiáíó êëàñèôiêàöiþ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç R4 â R4, òîìó íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi
ðåçóëüòàòè.

ßêùî f : R4 → R4 ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, f(x) = Ax, òî äëÿ äiéñíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè
(ÄÊÔ) JA ìàòðèöi A (äèâ. [3]), âèçíà÷èìî ìàòðèöi Aα, α = +, −, ∞, 0, ó âiäïîâiäíîñòi
ç òàáëèöåþ

ßêùî ìàòðèöÿ
Aα ¹:

òî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íi ÷è-
ñëà λ çàäîâîëüíÿþòü:

A+ 0 < |λ| < 1
A− |λ| > 1
A∞ λ = 0
A0 |λ| = 1

Âiäîáðàæåííÿ f : R4 → R4 íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî ∃ k ∈ N òàêå, ùî fk = idR4 .
Íàéìåíøå òàêå ÷èñëî k íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì âiäîáðàæåííÿ f .

N.H. Kuiper, J.W. Robbin ([7], [8]) äàëè òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêàöiþ íåïåðiîäè÷íèõ
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ç Rn â Rn. Ñôîðìóëþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò äëÿ âèïàäêó
n = 4.

Òåîðåìà 1 ([7], [8]). Íåõàé f , g : R4 → R4, f(x) = Ax, g(x) = Cx � ëiíiéíi íåïåðiîäè÷íi
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi

f
t∼ g ⇔


rank(A+) = rank(C+), sign( det(A+) ) = sign( det(C+) ),
rank(A−) = rank(C−), sign( det(A−) ) = sign( det(C−) ),
A∞ = C∞, A0 = C0.

S.E. Cappell òà J.L. Shaneson ([4], [5], [6]), âñòàíîâèëè, ùî äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ëiíié-
íèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü ç R4 â R4, òîïîëîãi÷íà ñïðÿæåíiñòü çáiãà¹òüñÿ ç ëiíiéíîþ
ñïðÿæåíiñòþ.

Íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ ëiíiéíî¨ ñïðÿæåíîñòi äâîõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü
¹ ðiâíiñòü äiéñíèõ êàíîíi÷íèõ ôîðì ìàòðèöü, ùî âiäïîâiäàþòü öèì ëiíiéíèì âiäîáðà-
æåííÿì. Òîìó äâà ïåðiîäè÷íi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ, ùî äiþòü R4 â R4, f(x) = Ax òà
g(x) = Cx, áóäóòü òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A0 = C0.

Îá'¹äíóþ÷è öåé ðåçóëüòàò ç òåîðåìîþ 1, äëÿ âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ç
R4 â R4, îòðèìó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé f , g : R4 → R4, f(x) = Ax, g(x) = Cx � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ.
Òîäi

f
t∼ g ⇔


rank(A+) = rank(C+), sign( det(A+) ) = sign( det(C+) ),
rank(A−) = rank(C−), sign( det(A−) ) = sign( det(C−) ),
A∞ = C∞, A0 = C0.

2. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç H â H.
2.1. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü f(x) = ax, f̃(x) = xa, a ∈ H. Îñêiëüêè
H � òiëî, òî âiäîáðàæåííÿ, ùî äiþòü ç H â H, f(x) = ax òà f̃(x) = xa, a ∈ H � öå ðiçíi
âiäîáðàæåííÿ.

Ëåìà 1. Âiäîáðàæåííÿ f , f̃ : H→ H, f(x) = ax, f̃(x) = xa, a ∈ H � ëiíiéíî ñïðÿæåíi.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f , f̃ : H→ H, f(x) = ax, f̃(x) = xa, a = a1+ia2+ja3+ka4 ∈ H,
ëiíiéíî ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç R4 â R4:
fR4(x) = Ax, f̃R4(x) = Cx, äå
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A =


a1 −a2 −a3 −a4

a2 a1 −a4 a3

a3 a4 a1 −a2

a4 −a3 a2 a1

 , C =


a1 −a2 −a3 −a4

a2 a1 a4 −a3

a3 −a4 a1 a2

a4 a3 −a2 a1

 , x =


x1

x2

x3

x4

 ,

ai ∈ R, i ∈ {1, 2, 3, 4}, � ëiíiéíî ñïðÿæåíi. Äiéñíi êàíîíi÷íi ôîðìè ìàòðèöü A òà C
îäíàêîâi, à ñàìå ìàþòü âèãëÿä

a1 −
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 0 0√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1 0 0

0 0 a1 −
√
a2

2 + a2
3 + a2

4

0 0
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1

 .

Òîìó âiäîáðàæåííÿ fR4(x) = Ax òà f̃R4(x) = Cx ëiíiéíî ñïðÿæåíi.

Íàñëiäîê 1. Âiäîáðàæåííÿ f , f̃ : H → H, f(x) = ax, f̃(x) = xa, a ∈ H � òîïîëîãi÷íî
ñïðÿæåíi.

2.2. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü âèãëÿäó f(x) = ax, a ∈ H. Ç òîïîëî-
ãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç R4 â R4 âèïëèâà¹ òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç H â H.

Ëåìà 2. Íåõàé f , g : H → H, f(x) = ax, g(x) = cx, äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4,
c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H. Òîäi

f
t∼ g ⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24.

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f , g : H→ H, f(x) = ax, g(x) = cx, a = a1 + ia2 + ja3 + ka4,
c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òîïîëîãi÷íî
ñïðÿæåíi âiäïîâiäíi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç R4 â R4, òîáòî êîëè

fR4(x) = Ax =


a1 −a2 −a3 −a4

a2 a1 −a4 a3

a3 a4 a1 −a2

a4 −a3 a2 a1




x1

x2

x3

x4

 , äå ai ∈ R, i ∈ {1, 2, 3, 4},

òà gR4(x) = Cx =


c1 −c2 −c3 −c4
c2 c1 −c4 c3
c3 c4 c1 −c2
c4 −c3 c2 c1




x1

x2

x3

x4

 , äå ci ∈ R, i ∈ {1, 2, 3, 4},

� òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi.
Ìàòðèöi A òà C ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1) õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ìàòðèöi A ìàþòü âèãëÿä: λA = a1 ± i
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 êðàòíîñòi

2, à ìàòðèöi C: λC = c1 ± i
√
c22 + c23 + c24 òåæ êðàòíîñòi 2;

2) |λA| = ‖a‖, |λC | = ‖c‖; 3) ÄÊÔ ìàòðèöi A ìà¹ âèãëÿä

JA =


a1 −

√
a2

2 + a2
3 + a2

4 0 0√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1 0 0

0 0 a1 −
√
a2

2 + a2
3 + a2

4

0 0
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1

 ,
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ÄÊÔ ìàòðèöi C ìà¹ àíàëîãi÷íèé âèãëÿä;
4) JA (àíàëîãi÷íî JC) äîðiâíþ¹ òiëüêè îäíié ç ìàòðèöü Aα, α = +, −, ∞, 0, áî íå ìîæå
ìiñòèòè ðiçíi áëîêè ç ìàòðèöü iç öüîãî ïåðåëiêó.
5) rank(JA) = 4 = rank(JC), äëÿ áóäü-ÿêèõ íåíóëüîâèõ ìàòðèöü A òà C;
6) sign( det(JA) ) = sign ( (a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4)

2 ) = sign ( (c21 + c22 + c23 + c24)
2 ) = sign( det(JC) ),

äëÿ áóäü-ÿêèõ íåíóëüîâèõ ìàòðèöü A òà C;
7) a = c = 0 (λA = λC = 0) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè JA òà JC - íóëüîâi ìàòðèöi;
8) ÿêùî ‖a‖ = ‖c‖ = 1, äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H, òî

fR4(x) = Ax
t∼ gR4(x) = Cx òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a1 = c1.

Ñïðàâäi, Ç 2)-¨ âëàñòèâîñòi |λA| = ‖a‖, |λC | = ‖c‖. Çà òâåðäæåííÿì 1, ïðè |λA| =

|λC | = 1, fR4(x) = Ax
t∼ gR4(x) = Cx òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A0 = C0. Âèêîðèñòîâóþ÷è

÷åòâåðòó âëàñòèâiñòü, îòðèìà¹ìî JA = A0 òà JC = C0.

Îòæå, ÿêùî ‖a‖ = ‖c‖ = 1, òî fR4(x) = Ax
t∼ gR4(x) = Cx òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

JA = JC . Òîáòî, äîâåäåííÿ âîñüìî¨ âëàñòèâîñòi çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ òàêîãî ôàêòó:
ÿêùî ‖a‖ = ‖c‖ = 1, òî JA = JC ⇔ a1 = c1.

Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè ‖a‖ = ‖c‖ = 1 ç ðiâíîñòi
a1 = c1 âèïëèâà¹ óìîâà a

2
2+a

2
3+a

2
4 = c22+c

2
3+c

2
4. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî òðåòþ âëàñòèâiñòü.

Âëàñòèâiñòü 8) äîâåäåíî.
Îá'¹äíóþ÷è âëàñòèâîñòi 7) òà 8), îòðèìà¹ìî: ÿêùî ‖a‖ = ‖c‖ = 1 àáî a = c = 0, òî

fR4(x) = Ax
t∼ gR4(x) = Cx ⇔

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H.
Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, âëàñòèâîñòi 1)-6) òà òâåðäæåííÿ 1 îòðèìà¹ìî, ùî

âiäîáðàæåííÿ fR4(x) = Ax òà gR4(x) = Cx òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi ⇔

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H. Òîáòî f , g : H → H, f(x) = ax,
g(x) = cx, a, c ∈ H òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi ⇔

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H.
Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ëåìó 2 ìîæíà ñôîðìóëüîâàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:
Íåõàé f , g : H→ H, f(x) = ax, g(x) = cx, äå a = a1+ia2+ja3+ka4, c = c1+ic2+jc3+kc4 ∈

H. Òîäi f
t∼ g ⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî a = c = 0, àáî a1 = c1.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàñòîñîâóþ÷è ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ:
Âiäîáðàæåííÿ f̃ , g̃ : H → H, f̃(x) = xa, g̃(x) = xc, äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c =
c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
.

2.3. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü f(x) = ax òà g̃(x) = xc, a, c ∈ H.

Ëåìà 3. Íåõàé f , g̃ : H → H, f(x) = ax, g̃(x) = xc, äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4,
c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H. Òîäi
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f
t∼ g̃ ⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü ïiäðîçäiëiâ 3.1 òà 3.2, ïîçàÿê çà íàñëiäêîì
1 âiäîáðàæåííÿ g̃(x) = xc òà g(x) = cx, c ∈ H � òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi. Çàñòîñîâóþ÷è äî
âiäîáðàæåíü f(x) = ax òà g(x) = cx, a, c ∈ H ëåìó 2, îòðèìà¹ìî íåîáõiäíèé ðåçóëüòàò.

Îá'¹äíà¹ìî âñå ñêàçàíå âèùå ó òâåðäæåííi 2, ÿêå äà¹ êëàñèôiêàöiþ äîâiëüíèõ ëiíié-
íèõ âiäîáðàæåíü ç H â H, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé f , g, f̃ , g̃ : H → H, f(x) = ax, g(x) = cx, f̃(x) = xa, g̃(x) = xc,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H. Òîäi f
t∼ g ⇔ f̃

t∼ g̃ ⇔ f
t∼ g̃ ⇔

⇔ f̃
t∼ g ⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
.

2.4. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, äâà
ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç H â H f òà g áóäóòü òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi âiäïîâiäíi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç R4 â R4, à ñàìå fR4(x) =
Ax òà gR4(x) = Cx. Òîáòî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi òàêi ëiíiéíi
âiäîáðàæåííÿ f ′R4(x) = JAx òà g ′R4(x) = JCx, äå JA òà JC � ÄÊÔ ìàòðèöü A òà C
âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè

JA =


a1 −

√
a2

2 + a2
3 + a2

4 0 0√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1 0 0

0 0 a1 −
√
a2

2 + a2
3 + a2

4

0 0
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 a1

 =

=


‖a‖ 0 0 0
0 ‖a‖ 0 0
0 0 ‖a‖ 0
0 0 0 ‖a‖




a1

‖a‖
−
√
a2
2+a2

3+a2
4

‖a‖ 0 0√
a2
2+a2

3+a2
4

‖a‖
a1

‖a‖ 0 0

0 0 a1

‖a‖
−
√
a2
2+a2

3+a2
4

‖a‖

0 0

√
a2
2+a2

3+a2
4

‖a‖
a1

‖a‖

 ,

òî, ïîçíà÷èâøè r = ‖a‖, cosϕ = a1

‖a‖ = a1

r
, sinϕ =

√
a2
2+a2

3+a2
4

‖a‖ =

√
a2
2+a2

3+a2
4

r
, îòðèìà¹ìî

f ′R4(x) = JAx =


r 0 0 0
0 r 0 0
0 0 r 0
0 0 0 r




cosϕ − sinϕ 0 0
sinϕ cosϕ 0 0

0 0 cosϕ − sinϕ
0 0 sinϕ cosϕ




x1

x2

x3

x4

 .

Òîáòî ïiä äi¹þ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ fR4(x) = Ax, ïðîñòið R4 ìîæíà ðîçêëàñòè â
ïðÿìó ñóìó fR4-iíâàðiàíòíèõ 2-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ, à ñàìå R4 = R2⊕R2. Íà êîæíîìó
ç ÿêèõ fR4 ìà¹ îäíàêîâó äiþ, à ñàìå: êîæåí âåêòîð îáåðòà¹ (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè)
íà êóò ϕ, ïðè öüîìó ðîçòÿãóþ÷è (àáî ñòèñêàþ÷è) éîãî äîâæèíó â r ðàçiâ.

Ïðè r > 1 ìà¹ìî ðîçòÿã òà ïîâîðîò; ïðè r < 1 � ñòèñê òà ïîâîðîò; ïðè
r = 1 � âiäîáðàæåííÿ fR4(x) = Ax ¹ ïîâîðîòîì. Òîìó òâåðäæåííÿ 2 ìîæå áóòè çà-
ïèñàíå ó òàêîìó âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé f , g, f̃ , g̃ : H → H, f(x) = ax, g(x) = cx, f̃(x) = xa, g̃(x) = xc,
äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H. ßêùî r = ‖a‖, cosϕ = a1

‖a‖ ,
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ρ = ‖c‖, cos θ = c1
‖c‖ , òî áóäü-ÿêi äâà âiäîáðàæåííÿ ç ïåðåðàõîâàíîãî âèùå ñïèñêó áóäóòü

òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

àáî

{
0 < r < 1
0 < ρ < 1

, àáî

{
r > 1
ρ > 1

, àáî ϕ = θ, àáî ϕ = −θ.

3. Êðèòåðié òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi âiäîáðàæåíü f(x) = ax, a ∈ H, ùî äi¹ ç
H â H òà g(x) = Cx, ùî äi¹ ç R4 â R4. Îñêiëüêè âiäîìî, ùî 4-âèìiðíèé âåêòîðíèé
ïðîñòið R4 ìîæíà îòîòîæíèòè ç òiëîì êâàòåðíiîíiâ H ÷åðåç ñïiâñòàâëåííÿ:

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 ←→ x1 + ix2 + jx3 + kx4 ∈ H.
Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî òîïîëîãi÷íó ñïðÿæåíiñòü âiäîáðàæåíü, ùî äiþòü ó öèõ

ïðîñòîðàõ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f : H → H, f(x) = ax, a ∈ H òà g : R4 → R4, g(x) = Cx, C � 4 × 4

ìàòðèöÿ. Âiäîáðàæåííÿ f
t∼ g òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîäóëi âñiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ

÷èñåë ìàòðèöi C òà ‖a‖ îäíî÷àñíî àáî áiëüøi çà 0 òà ìåíøi âiä 1, àáî áiëüøi çà 1, àáî
äîðiâíþþòü 1, àáî ìàòðèöÿ C òà êâàòåðíiîí a îäíî÷àñíî áóäóòü íóëüîâèìè. Ïðè öüîìó:

à) ÿêùî ìîäóëi âñiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë ìàòðèöi C îäíî÷àñíî àáî áiëüøi çà 0 òà
ìåíøi âiä 1, àáî áiëüøi çà 1, òî íåîáõiäíî sign( detC ) > 0;

á) ÿêùî ìîäóëi âñiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷èñåë ìàòðèöi C îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü 1, òî
JC � ÄÊÔ ìàòðèöi C ìà¹ ñêëàäàòèñÿ ç äâîõ áëî÷íèõ ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi 2 × 2,
êîæíié ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ êóò ïîâîðîòó θ = ±ϕ.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ g(x) = Cx, ùî äi¹ ç R4 â R4, áóäå òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíå ç
âiäîáðàæåííÿì f(x) = ax, a ∈ H, ùî äi¹ ç H â H, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g(x) = Cx
áóäå òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíå ç âiäïîâiäíèì ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì fR4(x) = Ax, ùî
âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííþ f(x) = ax, a ∈ H.

Çàñòîñîâóþ÷è äî âiäîáðàæåíü fR4(x) = Ax i g(x) = Cx òâåðäæåííÿ 1, òà âèêîðèñòî-
âóþ÷è âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ fR4(x) = Ax (ÿêi áóëè äåòàëüíî îïèñàíi ïðè äîâåäåííi
ëåìè 2 òà ó ïiäðîçäiëi 3.4), îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.

4. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ àôiííèõ âiäîáðàæåíü ç H â H. Òåîðåìà 3 äà¹ íå-
îáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi àôiííîãî âiäîáðàæåííÿ òà âiä-
ïîâiäíîãî ëiíiéíîãî.

Òåîðåìà 3. Íåõàé f , g : H→ H, f(x) = ax+ b, g(x) = ax, a, b ∈ H. Âiäîáðàæåííÿ f
t∼ g

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ q ∈ H òàêå, ùî f(q) = q.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Çà óìîâîþ òåîðåìè f(x) = ax + b òà g(x) = ax, a, b ∈ H òî-
ïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi, òîìó öi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü íåðóõîìèõ òî÷îê.

Îñêiëüêè g(x) = ax, a ∈ H ìà¹ ïðèíàéìíi 1 íåðóõîìó òî÷êó, (à ñàìå x̃ = 0), òîìó é
âiäîáðàæåííÿ f(x) = ax + b, a, b ∈ H òåæ ìà¹ ïðèíàéìíi 1 íåðóõîìó òî÷êó (áî iíàêøå
f òà g íå òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi).

Äîñòàòíiñòü. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ h : H→ H, h(x) = x + q, äå q � íåðóõîìà
òî÷êà âiäîáðàæåííÿ f (òîáòî f(q) = q). Âiäîáðàæåííÿ f(x) = ax + b òà g(x) = ax, a,
b ∈ H, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi, áî h(x) � ãîìåîìîðôiçì, òàêèé ùî f = h ◦ g ◦ h−1.

Çàóâàæåííÿ 3. Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà äîâåñòè, ùî:
Âiäîáðàæåííÿ f̃ , g̃ : H→ H, f̃(x) = xa+ b, g̃(x) = xa, a, b ∈ H, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ α ∈ H òàêå, ùî f̃(α) = α.
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Êëàñèôiêàöiþ, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi, àôiííèõ âiäîáðàæåíü âèãëÿ-
äó f(x) = ax+ b, a, b ∈ H äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Íåõàé f , g : H→ H, f(x) = ax+ b, g(x) = cx+ d, a, b, c, d ∈ H. Òîäi

f
t∼ g ⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H; ÿêùî a = c = 1, òî b òà d àáî
îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü 0, àáî îäíî÷àñíî âiäìiííi âiä 0.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü
îäíàêîâó êiëüêiñòü íåðóõîìèõ òî÷îê òà äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ êîæíîãî êëàñó àôiííèõ
âiäîáðàæåíü ó ÿêèõ êiëüêiñòü íåðóõîìèõ òî÷îê îäíàêîâà.

Àôiííå âiäîáðàæåííÿ ç H â H ìîæå ìàòè àáî 1 íåðóõîìó òî÷êó, àáî íåñêií÷åííî
áàãàòî (òîáòî áóòè òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì), àáî âçàãàëi ¨õ íå ìàòè, òîìó ðîçãëÿíåìî
3 âèïàäêè.

1. Àôiííi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü òiëüêè ïî 1 íåðóõîìié òî÷öi. Äîâiëüíå àôiííå âiäîáðà-
æåííÿ ç H â H, ϕ(x) = mx+n ìà¹ òiëüêè 1 íåðóõîìó òî÷êó, (à ñàìå x = (1−m)−1n) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè m 6= 1, n ∈ H. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f(x) = ax+ b òà g(x) = cx+d, ùî
ìàþòü òiëüêè ïî 1 íåðóõîìié òî÷öi, çà òåîðåìîþ 3 òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi ç âiäïîâiäíèìè
ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òîáòî

f(x) = ax + b
t∼ r(x) = ax, a ∈ H\{1}, b ∈ H, g(x) = cx + d

t∼ s(x) = cx, c ∈ H\{1},
d ∈ H. Ëåãêî áà÷èòè, ùî àôiííi âiäîáðàæåííÿ f(x) = ax+ b òà g(x) = cx+ d, ùî ìàþòü
òiëüêè ïî 1 íåðóõîìié òî÷öi, áóäóòü òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi r(x) = ax òà s(x) = cx, a, c ∈ H\{1}.

Äëÿ âiäîáðàæåíü r(x) = ax, s(x) = cx, äå a = a1+ia2+ja3+ka4, c = c1+ic2+jc3+kc4 ∈
H\{1}, ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 2, îòðèìà¹ìî: r(x) = ax

t∼ s(x) = cx ⇔

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
.

Îòæå, f(x) = ax+ b
t∼ g(x) = cx+ d, äå a, c ∈ H\{1}, b, d ∈ H ⇔

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
.

2. Àôiííi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü íåñêií÷åííî áàãàòî íåðóõîìèõ òî÷îê. Äîâiëüíå àôiííå
âiäîáðàæåííÿ ç H â H, ϕ(x) = mx + n ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íåðóõîìèõ òî÷îê, òîáòî
¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m = 1 òà n = 0.

Âiäîáðàæåííÿ f(x) = ax+b òà g(x) = cx+d, ùî ìàþòü íåñêií÷åííî áàãàòî íåðóõîìèõ
òî÷îê, çáiãàþòüñÿ, áî f(x) = g(x) = idH(x), à îòæå, ¹ òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè.

3. Àôiííi âiäîáðàæåííÿ íå ìàþòü íåðóõîìèõ òî÷îê. Äîâiëüíå àôiííå âiäîáðàæåííÿ
ç H â H, ϕ(x) = mx + n íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m = 1 òà
n 6= 0. Òîáòî àôiííå âiäîáðàæåííÿ ç H â H, ùî íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê, ìà¹ âèãëÿä
ϕ(x) = x+ n, n ∈ H\{0}.

Âiäîáðàæåííÿ f(x) = x + b òà g(x) = x + d, b, d ∈ H\{0}, ÿêi íå ìàþòü íåðóõîìèõ
òî÷îê, çàâæäè òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi, áî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h : H → H, h(x) = db−1 x,
b, d ∈ H\{0} òàêèé, ùî h ◦ f = g ◦ h.

Ïiäñóìîâóþ÷è ðåçóëüòàòè îïèñàíèõ âèùå òðüîõ âèïàäêiâ, îòðèìà¹ìî, ùî

f(x) = ax+ b
t∼ g(x) = cx+ d, äå a, c ∈ H\{1}, b, d ∈ H, ⇔



164 Ò. Â. ÁÓÄÍÈÖÜÊÀ

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
.

ßêùî a = c = 1, òî âiäîáðàæåííÿ f(x) = x + b òà g(x) = x + d, b, d ∈ H, áóäóòü
òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ¹ àáî îäíî÷àñíî òîòîæíèìè âiä-
îáðàæåííÿìè, àáî îäíî÷àñíî âiäìiííèìè âiä òîòîæíèõ (áî iíàêøå âiäîáðàæåííÿ áóäóòü
ìàòè ðiçíó êiëüêiñòü íåðóõîìèõ òî÷îê).

Òîáòî f(x) = x + b
t∼ g(x) = x + d, äå b, d ∈ H ⇔ b òà d àáî îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü

0, àáî îäíî÷àñíî âiäìiííi âiä 0.

Îòæå, f(x) = ax+ b
t∼ g(x) = cx+ d, äå a, c, b, d ∈ H ⇔

⇔ àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

ßêùî a = c = 1, òî b òà d àáî îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü 0, àáî îäíî÷àñíî âiäìiííi âiä 0.
Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.

Ìiðêóþ÷è ïîäiáíî òà âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, ìîæíà äîâåñòè òàêó
òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé f , g, f̃ , g̃ : H → H, f(x) = ax + b, g(x) = cx + d, f̃(x) = xa + b,

g̃(x) = xc+ d, a, b, c, d ∈ H. Òîäi f
t∼ g ⇔ f̃

t∼ g̃ ⇔ f
t∼ g̃ ⇔ f̃

t∼ g ⇔

àáî

{
0 < ‖a‖ < 1
0 < ‖c‖ < 1

, àáî

{
‖a‖ > 1
‖c‖ > 1

, àáî

{
a1 = c1
a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24
,

äå a = a1 + ia2 + ja3 + ka4, c = c1 + ic2 + jc3 + kc4 ∈ H; ÿêùî a = c = 1, òî b òà d àáî
îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü 0, àáî îäíî÷àñíî âiäìiííi âiä 0.
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