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For a capacity on a metric compactum an optimal approximation by a ∪-capacity (or by
a ∩-capacity) w.r.t. a Prohorov-style metric is constructed. A method is also presented for
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé åìêîñòè íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå îïèñàíû ñòðîåíèå è ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ áëèæàéøåé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè â ñòèëå Ïðîõîðîâà åìêîñòè èç êëàññà ∪-
åìêîñòåé (èëè ∩-åìêîñòåé). Ïðåäëîæåí ìåòîä îïòèìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
åìêîñòè íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå åìêîñòüþ íà ôèêñèðîâàííîì çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå.

Âñòóï. Çàïðîâàäæåíi Øîêå ([1]) ¹ìíîñòi çíàéøëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ìàòåìàòè-
÷íié ôiçèöi, åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ií-
øèõ ãàëóçÿõ íàóêè (äèâ. [2, 3]). Öå ñïîíóêàëî äî ¨õ ñèñòåìàòè÷íîãî âèâ÷åííÿ çàñîáàìè
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òîïîëîãi¨ òà àëãåáðè ([4, 5]). Îñòàííiì ÷àñîì îêðåñëèâñÿ ïiä-
õiä äî âèâ÷åííÿ ¹ìíîñòåé çàñîáàìè òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ôóíêòîðiâ ó êàòåãîði¨ êîìïàêòiâ.
Ì.Ì.Çàði÷íèì òà Î.Ð.Íèêèôîð÷èíèì [6] ïîáóäîâàíî ôóíêòîð ¹ìíîñòåé ç äiéñíèìè çíà-
÷åííÿìè ó êàòåãîði¨ êîìïàêòiâ i âèâ÷åíî éîãî âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî âií
¹ ôóíêòîðiàëüíîþ ÷àñòèíîþ ìîíàäè, i îïèñàíî ìåòðèêè íà ïðîñòîði ¹ìíîñòåé íà ìå-
òðè÷íîìó êîìïàêòi ó ñåíñi Ïðîõîðîâà òà ó ñåíñi Êàíòîðîâè÷à-Ðóáiíøòåéíà. Â [7] äî-
âåäåíî, ùî äâà êëàñè ¹ìíîñòåé ïðîñòiøî¨ áóäîâè, à ñàìå ∪-¹ìíîñòåé (òàêîæ íàçâàíèõ
sup-ìiðàìè ÷è ìiðàìè ìîæëèâîñòi) òà ∩-¹ìíîñòåé (ìið íåîáõiäíîñòi), ïîðîäæóþòü ïiä-
ôóíêòîðè ôóíêòîðà ¹ìíîñòåé i íàâiòü ïiäìîíàäè ìîíàäè ¹ìíîñòåé. Òàì æå äîâåäåíî,
ùî êîæíó ¹ìíiñòü íà êîìïàêòi ìîæíà îòðèìàòè äi¹þ ìíîæåííÿ ìîíàäè íà ∪-¹ìíiñòü íà
ïðîñòîði ∩-¹ìíîñòåé (i, ñèìåòðè÷íî, íà ∩-¹ìíiñòü íà ïðîñòîði ∪-¹ìíîñòåé). Âîäíî÷àñ,
ìíîæåííÿ ìîíàäè ¹ìíîñòåé, äiþ÷è íà ∪-¹ìíiñòü íà ïðîñòîði ∪-¹ìíîñòåé, äà¹ òiëüêè
∪-¹ìíîñòi (ïîäiáíî äëÿ ∩-¹ìíîñòåé). Òîìó ìîæíà âåñòè ìîâó òiëüêè ïðî íàáëèæåí-

íÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi ∪- ÷è ∩-¹ìíîñòÿìè. Öþ ñòàòòþ ïðèñâÿ÷åíî ïîøóêó íàéêðàùîãî
íàáëèæåííÿ ∪-¹ìíiñòþ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi. Îñêiëüêè iñíó¹ içî-
ìåòðiÿ ïðîñòîðó ¹ìíîñòåé íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi íà ñåáå, ùî âiäîáðàæà¹ ∪-¹ìíîñòi
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â ∩-¹ìíîñòi i íàâïàêè, òî îäíî÷àñíî áóäå îòðèìàíî ñïîñiá çíàõîäæåííÿ íàéêðàùîãî
íàáëèæåííÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi ∩-¹ìíiñòþ. Çàïðîïîíîâàíî òàêîæ ìåòîä îïòèìàëüíîãî
íàáëèæåííÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi ¹ìíiñòþ íà ôiêñîâàíîìó çà-
ìêíåíîìó ïiäïðîñòîði, ùî ìîæå áóòè êîðèñíèì ïðè íàáëèæåíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷,
ïîâ'ÿçàíèõ ç ¹ìíîñòÿìè.

1. Äîïîìiæíi ôàêòè i ïîíÿòòÿ.Êîìïàêòîì íàçèâà¹ìî (íå îáîâ'ÿçêîâî ìåòðèçîâíèé)
êîìïàêòíèé ãàóñäîðôiâ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. ßêùî æ êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ ïîðîäæå-
íà äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ ìåòðèêîþ, òî òàêèé êîìïàêò íàçèâà¹ìî ìåòðè÷íèì. Ââàæà¹ìî,
ùî òîïîëîãiÿ íà äiéñíié ïðÿìié R òà îäèíè÷íîìó âiäðiçêó I = [0; 1] ¹ ñòàíäàðòíîþ.
Ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè âiäêðèòi îêîëè. Ïèøåìî A ⊂

cl
X ÷è A ⊂

op
X, ÿêùî A � âiäïîâiä-

íî, çàìêíåíà ÷è âiäêðèòà ïiäìîæèíà ïðîñòîðó X. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X
â ñåáå ïîçíà÷à¹ìî 1X . Äëÿ êîìïàêòà X ïîçíà÷à¹ìî expX ìíîæèíó âñiõ íåïîðîæíiõ
çàìêíåíèõ ïiäìîæèí X.

Íàäàëi, ÿêùî íà ìíîæèíi X îáðàíî ìåòðèêó d, òî âiäñòàíü âiä òî÷êè x ∈ X äî
íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊂ X âèçíà÷à¹ìî ôîðìóëîþ d(x,A) = inf{d(x,A) | a ∈ A}.

Äëÿ ε > 0 i òî÷êè a â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) êóëþ ç öåíòðîì a i ðàäióñîì ε
ïîçíà÷à¹ìî Bε(a). ßêùî ε > 0, i A � ìíîæèíà â X, òî ïîçíà÷à¹ìî Oε(A) = {x ∈ X |
d(x,A) ≤ ε}. Çîêðåìà, Oε({a}) = B̄ε(a) � öå çàìêíåíà êóëÿ ç öåíòðîì a i ðàäióñîì ε.

Âñëiä çà [6], íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ c : expX ∪ {∅} → I ¹ìíiñòþ íà êîìïàêòi X, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi (F , G � äîâiëüíi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X):

1) c(∅) = 0, c(X) = 1;

2) ÿêùî F ⊂ G, òî c(F ) ≤ c(G) (ìîíîòîííiñòü);

3) ÿêùî c(F ) < a, òî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊃ F , ùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
ìíîæèíè G, ùî ëåæèòü â U , âèêîíàíó¹òüñÿ c(G) < a (íàïiâíåïåðåðâíiñòü çãîðè).

Ïðîäîâæó¹ìî ¹ìíiñòü c íà âñi âiäêðèòi ìíîæèíè â X çà ôîðìóëîþ

c(U) = sup{c(F ) | F ⊂
cl
X,F ⊂ U}.

Ó [6] äîâåäåíî, ùî ìíîæèíà MX âñiõ ¹ìíîñòåé íà êîìïàêòi X òåæ ¹ êîìïàêòîì,
ÿêùî çàäàòè òîïîëîãiþ íà MX ïåðåäáàçîþ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

O−(F, a) = {c ∈MX | c(F ) < a}, äå F ⊂
cl
X, a ∈ R,

i O+(U, a) = {c ∈ MX | c(U) > a} = {c ∈ MX | iñíó¹ êîìïàêò F ⊂ U, c(F ) > a}, äå
U ⊂

op
X, a ∈ R.

ßêùî òîïîëîãiÿ íà êîìïàêòi X âèçíà÷åíà ìåòðèêîþ d, òî òîïîëîãiÿ íà MX âèçíà÷åíà
òàêîþ ìåòðèêîþ ([6])

d̂(c, c′) = inf{ε > 0 | ∀F ⊂
cl
X c(Ōε(F )) + ε ≥ c′(F ), c′(Ōε(F )) + ε ≥ c(F )}.

ßêùî c� ¹ìíiñòü íàX, òî â [6] äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ κX(c), îçíà÷åíà íà expX∪{∅}
ôîðìóëîþ κX(c)(F ) = 1 − c(X \ F ), òåæ ¹ ¹ìíiñòþ. Íàçèâà¹ìî ¨¨ ¹ìíiñòþ, äâî¨ñòîþ

÷è ñïðÿæåíîþ äî c. Âiäîáðàæåííÿ κX : MX →MX ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, iíâîëþöi¹þ, à
òàêîæ içîìåòði¹þ, ÿêùî X � ìåòðè÷íèé êîìïàêò.

�ìíiñòü c ∈ MX íàçèâà¹ìî ∩-¹ìíiñòþ (cap-¹ìíiñòþ àáî ìiðîþ íåîáõiäíîñòi, nece-

ssity measure) [7], ÿêùî äëÿ âñiõ A,B ⊂
cl
X âèêîíó¹òüñÿ c(A ∩ B) = min{c(A), c(B)}.

Ìíîæèíó âñiõ ∩-¹ìíîñòåé íà êîìïàêòi X ïîçíà÷à¹ìî M∩X. Ó [7] äîâåäåíî, ùî M∩X
çàìêíåíà ó MX i òîìó ¹ êîìïàêòîì ó iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨.
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Ïîäiáíî, ¹ìíiñòü c ∈ MX íàçèâà¹ìî ∪-¹ìíiñòþ (cup-¹ìíiñòþ, òàêîæ ìiðîþ ìîæ-

ëèâîñòi, possibility measure, ÷è sup-ìiðîþ, äèâ. [7, 5]), ÿêùî äëÿ âñiõ A,B ⊂
cl
X âèêîíó-

¹òüñÿ c(A ∪ B) = max{c(A), c(B)}. Ìíîæèíà M∪X âñiõ ∪-¹ìíîñòåé íà êîìïàêòi X òåæ
([7]) ¹ çàìêíåíîþ âMX. Ó [7] òàêîæ äîâåäåíî, ùî ¹ìíiñòü c íà êîìïàêòi X ¹ ∩-¹ìíiñòþ,
ÿêùî i òiëüêè ÿêùî äâî¨ñòà ¹ìíiñòü c′ = κX(c) ¹ ∪-¹ìíiñòþ. Îáìåæåííÿ âiäîáðàæåííÿ
κX íà ïiäïðîñòîðèM∪X òàM∩X ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ãîìåîìîðôiçìàìèM∪X →M∩X
i M∩X →M∪X.

2. Íàáëèæåííÿ ∪-¹ìíîñòÿìè òà ∩-¹ìíîñòÿìè. Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî (X, d) � ìå-

òðè÷íèé êîìïàêò, i íà MX ðîçãëÿäà¹òüñÿ îïèñàíà âèùå ìåòðèêà d̂. Çíàéäåìî äëÿ
äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi c ∈ MX íàéáëèæ÷ó (÷è îäíó ç íàéáëèæ÷èõ) âiäíîñíî ìåòðèêè d̂
∪-¹ìíiñòü. Ñïåðøó îïèøåìî çãàäàíó âèùå içîìåòðiþ.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ¹ìíîñòåé c1, c2 ∈MX

d̂(c1, c2) = d̂(c̃1, c̃2),
äå c̃1, c̃2 � ¹ìíîñòi, äâî¨ñòi äî c1 òà c2.

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü d̂(c1, c2) ≤ ε ðiâíîñèëüíà äî ñèñòåìè{
c1(Oε(F )) + ε ≥ c2(F ),

c2(Oε(F )) + ε ≥ c1(F ),
(1)

äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè F ∈ expX. Àíàëîãi÷íî d̂(c̃1, c̃2) ≤ δ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ F ∈ expX
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi {

c̃1(Oδ(F )) + δ ≥ c̃2(F ),

c̃2(Oδ(F )) + δ ≥ c̃1(F ).
(2)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E ìíîæèíó òèõ ε ≥ 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ X
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (1), à ÷åðåç ∆ � ìíîæèíó òèõ δ ≥ 0, ïðè ÿêèõ âèêîíàíî (2).

Çãiäíî îçíà÷åííÿ ìåòðèêè íà ïðîñòîði ¹ìíîñòåé d̂(c1, c2) = inf E, d̂(c̃1, c̃2) = inf ∆.
Ïðèïóñòèìî, ùî ε ∈ E, i ïîêàæåìî, ùî ε ∈ ∆. �ìíiñòü c̃1 � äâî¨ñòà äî c1, òîìó

c̃1(Oε(F )) = 1 − c1(X \ Oε(F )) = 1 − sup{c1(G) | G ∈ expX,G ∩ Oε(F ) = ∅}. Çàóâàæè-
ìî, ùî G ∩ Oε(F ) = ∅ ðiâíîñèëüíå äî Oε(G) ∩ F = ∅. Çãiäíî äðóãî¨ íåðiâíîñòi ç (1)
sup{c1(G) | G ∈ expX,Oε(G)∩F = ∅} ≤ sup{c2(Oε(G)) | G ∈ expX,Oε(G)∩F = ∅}+ε.
Ïîêëàäåìî G′ = Oε(G), òîäi sup{c1(G) | Oε(G)∩F = ∅} ≤ sup{c2(G′) | G′ ∩F = ∅}+ ε.
À, îòæå, 1− sup{c1(G) | G ∩ Oε(F ) = ∅}+ ε ≥ 1− (sup{c2(G′) | G′ ∩ F = ∅}+ ε) + ε =
1− c2(X\F ) = c̃2(F ). Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà íåðiâíiñòü ç (2).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi ç (1) âèïëèâà¹ äðóãà íåðiâíiñòü ç (2)
äëÿ δ = ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ε ∈ ∆, òîáòî E ⊂ ∆. Ç iíøîãî áîêó, àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî
∆ ⊂ E, òîìó ∆ = E, i d̂(c1, c2) = d̂(c̃1, c̃2).

Îòæå, κX ¹ içîìåòði¹þ (MX, d̂) íà ñåáå, i éîãî îáìåæåííÿ íà M∩X ¹ içîìåòði¹þ íà
M∪X.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi c ∈MX i ÷èñåë α ∈ I òà ε > 0 ïîçíà÷èìî
Bα
ε = {x ∈ X | c(Bε(x)) ≥ α− ε}.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ c ∈ MX, α ∈ I òà ε > 0 ìíîæèíà Bα
ε çàìêíåíà â X. ßêùî

α < β, òî Bα
ε ⊃ Bβ

ε . Êðiì òîãî, Bα
ε =

⋂
β<αB

β
ε äëÿ âñiõ α ∈ I, B0

ε = X.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X \ Bα
ε = {x ∈ X | c(Bε(x)) < α − ε}. Çãiäíî âëàñòèâîñòi

íàïiâíåïåðåðâíîñòi çãîðè çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà U ⊂
op
X, ùî U ⊃ Bε(x) i äëÿ êîæíî¨

çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ U âèêîíó¹òüñÿ c(F ) < α−ε. Îáåðåìî òàêå ε1 > 0, ùî Bε+ε1(x) ⊂
U , òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x′ ∈ Bε1(x) îòðèìó¹ìî Bε(x

′) ⊂ Bε+ε1(x) ⊂ U , çâiäêè
c(Bε(x

′)) < α − ε i Bε1(x) ⊂ X \ Bα
ε , ùî îçíà÷à¹ X \ Bα

ε ⊂
op

X. Iíøi âëàñòèâîñòi ¹

î÷åâèäíèìè.

Ñïiâñòàâèìî êîæíîìó çíà÷åííþ α ∈ I äåÿêó ìíîæèíó Aα ∈ expX òàê, ùîá Aα ⊃ Aβ

äëÿ α < β, A0 = X, Aα =
⋂
β<αA

β äëÿ âñiõ α ∈ I. Âèõîäÿ÷è ç íåçðîñòàþ÷î¨ ñèñòåìè
çàìêíåíèõ ìíîæèí {Aα}α∈I , îçíà÷èìî ôóíêöiþ c0 ôîðìóëîþ:

c0(F ) = max{α ∈ I | F ∩ Aα 6= ∅}. (∗)

äå F � äîâiëüíà çàìêíåíà â X ìíîæèíà. Ó [7] äîâåäåíî, ùî c0 ¹ ∪-¹ìíiñòþ, i êîæíó
∪-¹ìíiñòü ìîæíà îòðèìàòè ó òàêèé ñïîñiá.

Îñêiëüêè ¹ìíiñòü c0 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ìíîæèí {Aα}α∈I , òî çàäà÷à
ïîáóäîâè ¹ìíîñòi c0 ∈M∪X âèãëÿäó (*), äëÿ ÿêî¨ d̂(c, c0) ≤ ε, ïðè äåÿêîìó âèçíà÷åíîìó
ε ≥ 0 ðiâíîñèëüíà äî âiäøóêàííÿ âiäïîâiäíèõ ìíîæèí Aα.

Ëåìà 2. ßêùî äëÿ ¹ìíîñòi c ∈MX, ∪-¹ìíîñòi c0, âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìîþ ìíîæèí {Aα}α∈I ,
òà ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ d̂(c, c0) ≤ ε, òî ìíîæèíè Aα çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè:
1) Aα ⊂ Bα

ε ;
2) ÿêùî F ⊂

cl
X, F ∩OεA

α = ∅, òî c(F ) < α + ε.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèêîíàííÿ d̂(c, c0) ≤ ε íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá äëÿ âñiõ F ∈ expX
âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi {

c0(Oε(F )) + ε ≥ c(F ),

c(Oε(F )) + ε ≥ c0(F ).
(3)

Çàóâàæèìî, ùî c0({x}) ≥ α äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ Aα, òîìó çãiäíî ç äðóãîþ
íåðiâíiñòþ ç (3) ìà¹ìî c(Oε({x})) + ε = c(Bε(x)) + ε ≥ α, òîáòî c(Bε(x)) ≥ α− ε, çâiäêè
Aα ⊂ Bα

ε .
ßêùî F ∩OεA

α = ∅, òî çà ïåðøîþ íåðiâíiñòþ ç (3) c(F ) ≤ c0(OεF ) + ε < α+ ε.

Ïðèïóñòèìî, ùî d̂(c, c0) ≤ ε äëÿ äåÿêî¨ c0 ∈ M∪X. Òîäi äëÿ âiäïîâiäíèõ ìíîæèí
Aα âèêîíàíî ïóíêòè 1), 2) ëåìè 2. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ ëåìó, ìà¹ìî: ÿêùî F ⊂

cl
X,

F ∩OεB
α
ε = ∅, òî c(F ) < α + ε.

Çàäàìî ¹ìíiñòü c∪ε ∈M∪X ôîðìóëîþ

c∪ε (F ) = max{α ∈ I | F ∩Bα
ε 6= ∅},

äå F � äîâiëüíà çàìêíåíà â X ìíîæèíà.

Ëåìà 3. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d̂(c, c∪ε ) ≤ ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c∪ε (Oε(F )) < α äëÿ çàìêíåíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè F ⊂ X i äåÿêîãî
α ∈ I, òîäi Oε(F ) ∩ Bα

ε = ∅, çâiäêè F ∩ Oε(B
α
ε ) = ∅. Îòæå, c(F ) < α + ε äëÿ âñiõ

α > c∪ε (Oε(F )). Çâiäñè âèïëèâà¹ c(F ) ≤ c∪ε (Oε(F )) + ε.
Íåõàé òåïåð c(Oε(F )) < α−ε äëÿ äåÿêîãî α ∈ I, òîäi F íå ìîæå ìiñòèòè æîäíî¨ òî÷êè

x ∈ Bα
ε , áî â iíøîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî Oε(F ) ⊃ Bε(x), i c(Oε(F )) ≥ c(Bε(x)) ≥ α − ε



ÎÏÒÈÌÀËÜÍI ÍÀÁËÈÆÅÍÍß �ÌÍÎÑÒÅÉ ÍÀ ÌÅÒÐÈ×ÍÎÌÓ ÊÎÌÏÀÊÒI 119

� ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, c∪ε (F ) ≤ α äëÿ âñiõ α > c(Oε(F ))+ε, çâiäêè c∪ε (F ) ≤ c(Oε(F ))+ε.

Îá'¹äíóþ÷è îòðèìàíi íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî d̂(c∪ε , c) ≤ ε, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî òâåðäæåííÿ îñòàííüî¨ ëåìè ïðàâèëüíå i äëÿ ε = 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîæíî¨ ¹ìíîñòi c íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi X âiäñòàíü âiä c äî ïiäïðî-
ñòîðóM∪X äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ç ε ≥ 0, äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü c(F ) < α+ε âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ âñiõ α ∈ I, F ⊂

cl
X, F ∩OεB

α
ε = ∅. Äëÿ òàêîãî ε íàéáiëüøà ç òèõ ¹ìíîñòåé c0 ∈M∪X,

ùî d̂(c0, c) = ε, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ c0 = c∪ε (F ) = sup{α ∈ I | F ∩ Bα
ε 6= ∅} äëÿ êî-

æíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ X.

Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1, ¹ìíiñòü c0 ∈ M∩X, íàéáëèæ÷ó äî äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi c ∈
MX, ìîæíà çíàéòè òàê: çíàõîäèìî ¹ìíiñòü c∪ε ∈ M∪X, íàéáëèæ÷ó äî c′ = κX(c), i
ïåðåõîäèìî äî äâî¨ñòî¨ ¹ìíîñòi: c0 = κX(c∪ε ). Íåâàæêî òàêîæ âèïèñàòè óìîâè i âèðàç
äëÿ c0, àëå ÷åðåç ãðîìiçäêiñòü ìè ¨õ ïðîïóñêà¹ìî.

3. Íàáëèæåííÿ ¹ìíîñòÿìè, âèçíà÷åíèìè íà çàìêíåíîìó ïiäïðîñòîði. Ðîçãëÿ-
íåìî çàäà÷ó íàáëèæåííÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi c íà êîìïàêòi X ¹ìíîñòÿìè, âèçíà÷åíèìè íà
äåÿêîìó çàìêíåíîìó ïiäïðîñòîði X0 ïðîñòîðó X. Íåõàé c0 ∈ MX0, çâiäêè c0(X0) = 1.
�ìíiñòü c0 íà ïiäïðîñòîði X0 ââàæà¹ìî ïðîäîâæåíîþ íà X ôîðìóëîþ: c0(F ) = c0(F ∩
X0) äëÿ F ⊂

cl
X.

Äëÿ ¹ìíîñòi c ∈ MX òà ôiêñîâàíîãî ε ≥ 1− c(Oε(X0)) îçíà÷èìî ¹ìíiñòü c+ε ∈ MX0

ôîðìóëîþ

c+ε (F ) =

{
min{c(Oε(F )) + ε, 1}, F 6= ∅, F ⊂

cl
X0,

0, F = ∅.
Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî c+ε ñïðàâäi ¹ ¹ìíiñòþ, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè íåïåðåðâíiñòü
çãîðè (ìîíîòîííiñòü î÷åâèäíà). Íåõàé F 6= ∅ i c+ε (F ) < a ≤ 1, ùî ðiâíîñèëüíå äî
c(Oε(F )) < a − ε. Òîäi iñíó¹ òàêèé îêië U1 ⊃ Oε(F ), ùî c(H1) < a − ε äëÿ êîæíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè H1 ⊂ U1. Ïîêëàäåìî U = X0 \ Oε(X0 \ U1), òîäi U ⊂

op
X0, U ⊃ F .

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè H ⊂ U âèêîíó¹òüñÿ H ∩ Oε(X \ U1) = ∅,
òîáòî Oε(H) ⊂ U1, çâiäêè c(Oε(H)) < a− ε.

Îçíà÷èìî ¹ìíiñòü c−ε ÿê (̃c̃+ε ). Çàóâàæèìî, ùî c−ε ¹ ¹ìíiñòþ ïðè ε ≥ 1 − c̃(Oε(X0)),
òîáòî ïðè ε ≥ c(X \Oε(X0)). Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ V ⊂

op
X0

c−ε (V ) =

{
1, V = X0,

max{0, c(X \Oε(X0 \ V ))− ε}, V 6= X0.

ßêùî F ⊂
cl
X0, òî c

−
ε (F ) = inf{c−ε (V ) : V ⊂

op
X0, V ⊃ F}.

Ëåìà 4. d̂(c,MX0) ≤ ε òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) ε ≥ 1− c(Oε(X0)) òà ε ≥ c(X \Oε(X0)); 2) c

−
ε ≤ c+ε .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d̂(c, c0) ≤ ε äëÿ äåÿêî¨ ¹ìíîñòi c0 ∈MX0, òîäi çà òâåðäæåííÿì 1 äëÿ
êîæíî¨ ìíîæèíè F ⊂

cl
X âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi{

c0(F ) ≤ c(Oε(F )) + ε,

c̃0(F ) ≤ c̃(Oε(F )) + ε,
ÿêi ðiâíîñèëüíi äî

{
c0(F ∩X0) ≤ c(Oε(F )) + ε,

c0(X0 \ F ) ≥ c(X \Oε(F ))− ε.
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Ïðèéìåìî F = X0. Òîäi ïîâèííî âèêîíóâàòèñü{
c(Oε(X0)) ≥ 1− ε,
c(X \Oε(X0)) ≤ ε.

(4)

Îòæå, ïðè ôiêñîâàíîìó ε ≥ 0 iñíó¹ õî÷à á îäíà ¹ìíiñòü c0 ∈ MX0, äëÿ ÿêî¨ d̂(c, c0) ≤ ε
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ ïiäïðîñòîðó X0 âèêîíó¹òüñÿ (4).

Çâiäñè, ÿêùî d̂(c, c0) ≤ ε, òî ε ≥ 1− c(Oε(X0)) òà ε ≥ c(X \Oε(X0)), òîìó c
+
ε ∈MX0

òà c−ε ∈ MX0. Äîâåäåìî, ùî c0(F ) ≤ c+ε (F ) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè F ⊂
cl
X0. Ñïðàâäi,

c0(F ) ≤ c(Oε(F )) + ε, òîäi c0(F ) ≤ min{c(Oε(F )) + ε, 1} òîáòî c0 ≤ c+ε . Êðiì òîãî,

d̂(c̃, c̃0) ≤ ε, òîìó äëÿ êîæíî¨ F ⊂
cl
X0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü c̃0(F ) ≤ c̃(Oε(F )) + ε, à,

îòæå, c̃0(F ) ≤ c̃+ε (F ), çâiäêè c0 ≥ (̃c̃+ε ) = c−ε .
I íàâïàêè, ÿêùî c−ε ≤ c0 ≤ c+ε , òîáòî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè G ⊂

cl
X iñòèííi íåðiâíîñòi

c0(G∩X0) ≤ c+ε (G∩X0) ≤ c(Oε(G∩X0))+ε ≤ c(Oε(G))+ε òà c0(G∩X0) ≥ c−ε (G∩X0) =

(̃c̃+ε )(G ∩ X0), òî c̃0(G ∩ X0) ≤ c̃+ε (G ∩ X0) ≤ c̃(Oε(G ∩ X0)) + ε ≤ c̃(Oε(G)) + ε, çâiäêè

d̂(c0, c) ≤ ε.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ¹ìíîñòi c ∈ MX òà ε ≥ 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 4,
âèêîíó¹òüñÿ: 1) d̂(c, c+ε ) ≤ ε; 2) d̂(c, c−ε ) ≤ ε; 3) d̂(c, c0) ≤ ε äëÿ ¹ìíîñòi c0 ∈MX0, � òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè c−ε ≤ c0 ≤ c+ε .

Ëåìà 5. Íåõàé (X, τ) � êîìïàêò, ν = {X \ U : U ∈ τ}, D ⊂ τ × ν � òàêà ñiì'ÿ ïàð
ìíîæèí, ùî äëÿ êîæíèõ ìíîæèí F ⊂

cl
X òà U ⊂

op
X, F ⊂ U iñíó¹ òàêà ïàðà (V,H) ∈ D,

ùî
F ⊂ V ⊂ H ⊂ U.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ¹ìíîñòåé c1, c2 ∈ MX íåðiâíiñòü c1 ≤ c2 âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè c1(V ) ≤ c2(H) äëÿ êîæíî¨ ïàðè (V,H) ∈ D.

Íåñêëàäíå äîâåäåííÿ ëåìè 5 ïðîïóñêà¹ìî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨
D1 = {(V,ClV ) : V ∈ τ}, D2 = {(IntG,G) : G ∈ ν}

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 5, çâiäêè âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ ¹ìíîñòåé c1, c2 ∈ MX íåðiâíiñòü c1 ≤ c2 iñòèííà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ: 1) c1(U) ≤ c2(ClU) äëÿ êîæíî¨ U ⊂

op
X; 2) c1(IntF ) ≤

c2(F ) äëÿ êîæíî¨ F ⊂
cl
X.

Òåîðåìà 2. Âiäñòàíü âiä ¹ìíîñòi c ∈MX äî ïiäïðîñòîðó MX0 äîðiâíþ¹
ε0 = min

{
ε ≥ 0: c(Oε(X0)) + ε ≥ 1, c(X \Oε(X0)) ≤ ε,

c(X \Oε(X0 \ U))− ε ≤ c(Oε(ClU)) + ε (∀ U ⊂
op
X0)

}
.

Íàéáëèæ÷i äî c ∈ MX ¹ìíîñòi c0 ç ïiäïðîñòîðó MX0 âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíiñòþ c−ε0 ≤
c0 ≤ c+ε0 .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè G ⊂
cl
X,G 6= X òà 0 < a ≤ 1 ìíîæèíà

W c
a(G) = {ε ≥ 0: c(Oε(G)) < a− ε}

¹ âiäêðèòîþ â I. Íåõàé ε ∈ W c
a(G), òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå b > 0, ùî c(Oε(G)) < b <

a − ε. Ç íåïåðåðâíîñòi çãîðè ¹ìíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé îêië U ìíîæèíè Oε(G)
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òà ε1 > ε, ùî U ⊃ Oε1(G) ⊃ Oε(G) i c(Oε1(G)) < b. Îáåðåìî äîâiëüíå ε2 > ε, äëÿ
ÿêîãî b < a − ε2 < a − ε. ßêùî ε1 ≤ ε2, òî a − ε > a − ε1 > a − ε2 > b, çâiäêè,
c(Oε1(G)) < a−ε1. ßêùî ε1 ≥ ε2, òî c(Oε2(G)) ≤ c(Oε1(G)) < b < a−ε2. Òîìó, ïîêëàâøè
ε′ = min{ε1, ε2}, îòðèìà¹ìî: c(Oε′(G)) < a − ε′. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî δ < ε
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü c(Oδ(G)) ≤ c(Oε(G)) < a−ε < a−δ. Îòæå, [0; ε′) � âiäêðèòèé îêië
òî÷êè ε, ÿêèé íàëåæèòü äî ìíîæèíè W c

a(G). Òîìó ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ìíîæèíà
EX0 = {ε ≥ 0: c(Oε(X0)) ≥ 1− ε, c(X \Oε(X0)) ≤ ε} ¹ çàìêíåíîþ. Ñïðàâäi,
I \ EX0 = {ε ≥ 0 | c(Oε(X0)) < 1− ε or c(X \Oε(X0)) > ε} =

= {ε ≥ 0 | c(Oε(X0)) < 1− ε or c̃(Oε(X0)) < 1− ε} = W c
1 (X0) ∪W c̃

1 (X0) ⊂
op
I.

Äàëi, äëÿ U ⊂
op
X0, U 6= X0 ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó

EU = {ε ≥ 0: c(X \Oε(X0 \ U))− ε ≤ c(Oε(ClU)) + ε}.
Òîäi

I \ EU = {ε ≥ 0 | ∃a ∈ (0, 1) c(X \Oε(X0 \ U))− ε > a > c(Oε(ClU)) + ε} =

= {ε ≥ 0: c(X \Oε(X0 \ U))− ε > a} ∪ {ε ≥ 0: c(Oε(ClU)) < a− ε} =

= {ε ≥ 0: c̃(Oε(X0 \ U)) < 1− a− ε} ∪ {ε ≥ 0: c(Oε(ClU)) < a− ε} =

= W c̃
1−a(X0 \ U) ∪W c

a(ClU) ⊂
op
I,

òîáòî EU ⊂
cl
I. Îòæå, ìíîæèíà E = EX0∩

( ⋂
U(

op
X0

EU
)
çàìêíåíà â I i íåïîðîæíÿ, îñêiëüêè

ìiñòèòü max{sup{dH(F,X) : F ⊂
cl
X0}; 1}. Òîìó â E iñíó¹ íàéìåíøèé åëåìåíò ε0, ÿêèé

çà ëåìîþ 4 òà íàñëiäêîì 2 i ¹ øóêàíîþ âiäñòàííþ d̂(c,MX0). Çàñòîñóâàííÿ íàñëiäêó 1
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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