
Ìàòåìàòè÷íi Ñòóäi¨. Ò.31, �1 Matematychni Studii. V.31, No.1

ÓÄÊ 512.54

ß. Â. Ëàâðåíþê, Â. I. Ñóùàíñüêèé

ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÊIÍ×ÅÍÍI ÃÐÓÏÈ ÀÑÎÖIÉÎÂÀÍI
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Ya. V. Lavrenyuk, V. I. Sushchansky. Locally �nite groups associated with of the Bratteli di-

agrams, Mat. Stud. 31 (2009), 3�11.

We associate a locally �nite group with a Bratteli diagram in a natural way. The normal
structure of such groups is studied. A criterion of simplicity is proved, examples of groups of
such type are considered.

ß. Â. Ëàâðåíþê, Â. È. Ñóùàíñêèé. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû àññîöèèðîâàííûå ñ äèà-

ãðàììàìè Áðàòòåëè // Ìàò. Ñòóäi¨. � 2009. � Ò.31, �1. � C.3�11.

Ñ êàæäîé äèàãðàììîé Áðàòòåëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷-
íàÿ ãðóïïà. Èçó÷àåòñÿ íîðìàëüíîå ñòðîåíèå òàêèõ ãðóïï. Äîêàçàí êðèòåðèé ïðîñòîòû,
ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû ãðóïï òàêîãî òèïà.

1. Âñòóï. Êëàñ çëi÷åííèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï ¹ â ïåâíîìó ñåíñi �íàéáëèæ÷èì�
äî êëàñó ñêií÷åííèõ ãðóï. Ñàìå òîìó áàãàòî çàäà÷, ÿêi ïðèðîäíî âèíèêëè ñòîñîâíî ñêií-
÷åííèõ ãðóï ïiçíiøå ðîçãëÿäàþòüñÿ äëÿ ãðóï çëi÷åííèõ i ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ. Çîêðåìà,
ïiñëÿ çàâåðøåííÿ êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï ïðèðîäíî ïåðåéòè äî äîñëiäæå-
ííÿ ïðîáëåìè êëàñèôiêàöi¨ çëi÷åííèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï. Ñêëàäíiñòü ïðîáëåìè
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî:

a) çðîñòàþ÷i ëàíöþãè ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï íå ïiääàþòüñÿ êëàñèôiêàöi¨;

á) iñíóþòü ëîêàëüíî ñêií÷åííi çëi÷åííi ïðîñòi ãðóïè, ÿêi íå ¹ îá'¹äíàííÿì çðîñòàþ÷èõ
ëàíöþãiâ ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï.

Â [9] çäiéñíåíî ãðóáó êëàñèôiêàöiþ âñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï. Çãiäíî
ç âñòàíîâëåíèì ó öié ïðàöi, êîæíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ïðîñòà ãðóïà ¹ àáî ôiíiòàðíîþ
ãðóïîþ ìàòðèöü íàä ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ïîëåì àáî òàê çâàíîþ ãðóïîþ çíàêîçìiííîãî
òèïó ÷è ãðóïîþ p-òèïó.

Ç òî÷êè çîðó êëàñèôiêàöi¨ íàéìåíø âèâ÷åíèìèìè ¹ ãðóïè çíàêîçìiííîãî òèïó. Öåé
êëàñ ãðóï â ñâîþ ÷åðãó äiëèòüñÿ íà äâà ïiäêëàñè, à ñàìå, ãðóïè 1-òèïó òà ãðóïè∞− òèïó.
Ó ñòàòòÿõ [6, 7] áóëî ââåäåíî êëàñè LDA òà LA ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï. Êëàñ ïðîñòèõ
LDA-ãðóï ¹ ïðèðîäíèì ïiäêëàñîì ïðîñòèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï 1-òèïó. Îçíà÷åííÿ
öèõ êëàñiâ ãðóï íàâîäèìî â ðîçäiëi 2.

Ãîëîâíà ìåòà öi¹¨ ñòàòòi � äîñëiäæåííÿ LDA-ãðóï, çà äîïîìîãîþ ¨õ çâ'ÿçêiâ ÷åðåç
äiàãðàìè Áðàòòåëi ç àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííîâèìiðíèìè C∗-àëãåáðàìè. Ó ñòàòòi [5] çà
äîïîìîãîþ òåõíiêè äiàãðàì Áðàòòåëi çäiéñíåíî êëàñèôiêàöiþ âåëèêîãî ïiäêëàñó LDA-
ãðóï, â ÿêèé, çîêðåìà, ïîòðàïëÿþòü âñi ïðîñòi LDA-ãðóïè. Ó äàíié ñòàòòi ìè âèâ÷à¹ìî
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íîðìàëüíó áóäîâó LDA-ãðóï, äà¹ìî êðèòåðié ïðîñòîòè äëÿ òàêèõ ãðóï, à òàêîæ îáãî-
âîðþ¹ìî êiëüêà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ LDA-ãðóï.

2. Áàçîâi îçíà÷åííÿ.
2.1. Ïðîñòi ëîêàëüíî ñêií÷åííi ãðóïè. Íàãàäà¹ìî íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ i ôàêòè
ñòîñîâíî ïðîñòèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï.

Ãðóïà G ¹ ôiíiòàðíî ëiíiéíîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ëîêàëüíî ñêií÷åííîãî ïîëÿK iñíó¹
òàêèé òî÷íèé KG-ìîäóëü V, ùî ïiäïðîñòið íåðóõîìèõ òî÷îê êîæíîãî ç ¨¨ åëåìåíòiâ ìà¹
ñêií÷åííèé êîâèìið ó V .

Ìíîæèíà ïàð {(Hi,Mi) | i ∈ I} íàçèâà¹òüñÿ ïîêðèòòÿì Êåãåëÿ äëÿ ëîêàëüíî ñêií-
÷åííî¨ ãðóïè G ÿêùî, äëÿ âñiõ i ∈ I, Hi � ñêií÷åííà ïiäãðóïà G, Mi � ìàêñèìàëüíà
íîðìàëüíà ïiäãðóïà Hi, à òàêîæ äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäãðóïè H ãðóïè G iñíó¹ i ∈ I
òàêå, ùî H ≤ Hi òà H ∩Mi = 1. Ãðóïè Hi/Mi, i ∈ I, íàçèâàþòüñÿ ôàêòîðàìè ïîêðèòòÿ
Êåãåëÿ. Êîæíà ïðîñòà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà ìà¹ ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ (äèâ. [4]). Êîëè
G � çëi÷åííà, òî ïiäãðóïè Hi ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî âîíè óòâîðþâàòèìóòü çðîñòàþ÷èé
ëàíöþã H0 ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ç Hi∩Mi+1 = 1 äëÿ âñiõ i. Ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ òàêîãî âèãëÿäó
íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ Êåãåëÿ.

Êàæóòü, ùî íå ôiíiòàðíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ïðîñòà ãðóïà G ¹:

• çíàêîçìiííîãî òèïó, ÿêùî âîíà ìà¹ ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ, âñi ôàêòîðè ÿêîãî � çíàêî-
çìiííi ãðóïè;

• 1-òèïó, ÿêùî êîæíå ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ ãðóïè G ìà¹ ôàêòîð, ÿêèé ¹ çíàêîçìiííîþ
ãðóïîþ;

• ∞-òèïó, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó G ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï, òàêîãî ùî êîæíà
ñêií÷åííà ãðóïà ìîæå áóòè içîìîðôíî çàíóðåíà â äåÿêó ãðóïó ç G, iñíó¹ ïîêðèòòÿ
Êåãåëÿ ãðóïè G, âñi ôàêòîðè ÿêîãî � içîìîðôíi ãðóïàì ç G.
• p-òèïó (p � ïðîñòå), ÿêùî êîæíå ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ ãðóïè G ìà¹ ôàêòîð, ÿêèé
içîìîðôíèé äî êëàñè÷íî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè, âèçíà÷åíî¨ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p.

Ó. Ìå¹ðôðàíêåíôåëüä òà Ñ. Äåëêðóà (äèâ. [3]) äîâåëè, ùî êîæíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà
ïðîñòà ãðóïà íàëåæèòü òî÷íî äî îäíîãî ç êëàñiâ: ôiíiòàðíèõ ãðóï, ãðóï 1-òèïó, ãðóï
p-òèïó äëÿ ¹äèíîãî ïðîñòîãî p ÷è ãðóï ∞-òèïó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìîþ ñóìîþ ãðóï ïiäñòàíîâîê (G,X) òà (H, Y ), X ∩ Y = ∅ íàçè-
âà¹òüñÿ ãðóïà ïiäñòàíîâîê G⊕H = (G×H,X ∪ Y ), ç òàêîþ äi¹þ G×H íà X ∪ Y :

z(g,h) =

{
zg, if z ∈ X;

zh, if z ∈ Y .
Ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ LDA-ãðóïîþ, ÿêùî âîíà içîìîðôíà äî iíäó-

êòèâíî¨ ãðàíèöi ïðÿìèõ ñóì Hi = Ai1⊕ . . .⊕Airi
(i ∈ N) çíàêîçìiííèõ ãðóï ïiäñòàíîâîê

Aik = Alt(Xik), iç çàíóðåííÿìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òèì, ùî äëÿ âñiõ i < j êîæíà íå-
òðèâiàëüíà îðáiòà äîâiëüíî¨ ãðóïè Aik íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi Xjl ¹ ïðèðîäíîþ. ßêùî ó
îñòàííüîìó âèçíà÷åííi âñi Hi ¹ ñêií÷åííèìè çíàêîçìiííèìè ãðóïàìè (òîáòî âñi ri = 1),
òî iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ LA-ãðóïîþ.

2.2. Îñíîâíi êîíñòðóêöi¨. Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ äiàãðàìè Áðàòòåëi. Ìè áóäå-
ìî âèêîðèñòîâóâàòè òi æ ïîçíà÷åííÿ, ùî i â [5].

2.3. Äiàãðàìè Áðàòòåëi. Äiàãðàìà Áðàòòåëi B = ({Vi}i≥0, {Ei}i≥1, s, r, d) âèçíà÷à¹òüñÿ
òàêèì íàáîðîì äàíèõ:
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• ìíîæèíà âåðøèí V = V (B) ç ðîçáèòòÿì íà äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ ðiâíiâ V =⊔
i≥0 Vi ;

• ìíîæèíà ðåáåð, ÷è ñòðiëîê E = E(B) ç ðîçáèòòÿì íà äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ E =⊔
i≥1Ei;

• âiäîáðàæåííÿ ôiêñàöi¨ ïî÷àòêó òà êiíöÿ s : Ei −→ Vi−1 i r : Ei −→ Vi, ÿêùî e ∈ E
� ðåáðî, òî s(e) � éîãî ïî÷àòîê i r(e) � éîãî êiíåöü;

• ôóíêöiÿ åòèêåòóâàííÿ d : V −→ N \ {0} âåðøèí äîäàòíèìè öiëèìè ÷èñëàìè.

Òàêîæ ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ äâi äîäàòêîâi âèìîãè. Ïî-ïåðøå, êîæíà âåðøèíà ìó-
ñèòü áóòè ïî÷àòêîì ÿêîãîñü ðåáðà, i, ïî-äðóãå, äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V ïîâèííà
âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

d(v) ≥
∑

r(e)=v

d(s(e)). (1)

Ïîäiáíî äî [2] ïîçíà÷àòèìåìî âåðøèíè ç V ïàðîþ öiëèõ ÷èñåë (s, j), äå s � íîìåð
ðiâíÿ, äî ÿêîãî íàëåæèòü âåðøèíà, à j � íîìåð âåðøèíè â Vp (ââàæà¹ìî, ùî âåðøèíè ç
Vp çàíóìåðîâàíi ïîñëiäîâíèìè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ïî÷èíàþ÷è âiä 1). Äëÿ çðó÷íîñòi
ïîêëàäåìî, ùî |V0| = 1 i d((0, 1)) = 1. �äèíó âåðøèíó (0, 1) íóëüîâîãî ðiâíÿ íàçèâàòè-
ìåìî êîðåíåì. Êiíöåì äiàãðàìè B íàçèâàòèìåìî äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé øëÿõ âçäîâæ
ñòðiëîê â B, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ â áóäü-ÿêié âåðøèíi (s, i), äå àáî s = 0 àáî (s, i) íå ¹
êiíöåì æîäíî¨ ñòðiëêè. Êàçàòèìåìî, ùî w ∈ Vj ëåæèòü ïiä âåðøèíîþ v ∈ Vi (w ≺ v),
ÿêùî ç âåðøèíè v iñíó¹ øëÿõ âçäîâæ ñòðiëîê äî âåðøèíè w, òîáòî, ÿêùî i < j i îáèäâi
âåðøèíè v òà w ëåæàòü íà îäíîìó êiíöi. Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ∂B ãðàíèöþ äiàãðàìè
B, òîáòî ìíîæèíó âñiõ êiíöiâ B.

Íà ∂B ìîæíà ââåñòè ïðèðîäíó óëüòðàìåòðèêó, ïîêëàâøè ρ(γ1, γ2) = 1/(n+1), äå n �
äîâæèíà íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî øëÿõó, ïî÷èíàþ÷è iç ñïiëüíîãî ïî÷àòêó îáîõ êiíöiâ γ1

òà γ2. ßêùî â êiíöiâ íåìà ñïiëüíîãî ïî÷àòêó, òî âiäñòàíü ìiæ íèìè ââàæà¹òüñÿ ðiâíîþ 1.
Òîïîëîãiÿ, iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ ρ ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ i öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ.
Çà äiàãðàìîþ Áðàòòåëi B = ({Vi}i≥0, {Ei}i≥1, s, r, d) áóäó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü

CB = 〈(n(s), n(s+1), A(s)) | s ∈ N ∪ {0}〉, (2)

ïðè÷îìó öiëî÷èñåëüíèé âåêòîð n(s) = (n
(s)
1 , . . . , n

(s)
k(s)) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè k(s) =

|Vs|, n(s)
i = d((s, i)), à íåâiä'¹ìíà öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ A(s) = (a

(s)
ij )

j=1,k(s)
i=1,k(s+1) ðiâíîñòÿìè

a
(s)
ij = #{e ∈ E | s(e) = (s, j), r(e) = (s+ 1, i)}. (3)

Îáìåæåííÿ, ÿêi ìè íàêëàäàëè íà äiàãðàìè Áðàòòåëi âèçíà÷àþòü òàêi îáìåæåííÿ íà
ïîñëiäîâíîñòi (2):

• êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèöi A(s) ìiñòèòü íåíóëüîâèé åëåìåíò, s ∈ N ∪ {0},
• [A · tn(s)]i ≤ [n(s+1)]i, 1 ≤ i ≤ k(s+ 1), äå tn � âåêòîð òðàíñïîíîâàíèé äî n,

• k(0) = 1, n
(0)
1 = 1.

Ïîñëiäîâíiñòü (2) ç òàêèìè îáìåæåííÿìè ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ äiàãðàìó Áðàòòåëi i íàçè-
âà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ Áðàòòåëi.

2.3.1. LDA-ãðóïè. Êîæíié çëi÷åííié LDA(LA)-ãðóïi ç ïðèðîäíîþ ëîêàëüíîþ ñèñòå-
ìîþ ïiäãðóï âiäïîâiäà¹ äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü Áðàòòåëi. Ñïðàâäi, íåõàé G =

⋃
i∈NG

(i) �
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LDA-ãðóïà, äå G(s) = G
(s)
1 ⊕ . . .⊕G

(s)
k(s) (s ∈ N) � ïðÿìà ñóìà íåòðèâiàëüíèõ ñêií÷åííèõ

çíàêîçìiííèõ ãðóï, òîáòî G
(i)
k = Alt(X

(i)
k )(1 ≤ i ≤ k(s)). Òîäi âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü

Áðàòòåëi áóäó¹òüñÿ òàê:

• n(s)
i = |Xi(s)|,

• a(s)
ij äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåòðèâiàëüíèõ îðáiò G

(s)
j íà X

(s+1)
i .

Çàóâàæèìî, ùî |X(s)
i | ≥ 3. Òîìó ïðè âèâ÷åííi LDA-ãðóï ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå

äiàãðàìè Áðàòòåëi, â ÿêèõ ìiòêè (åòèêåòêè) âåðøèí íå ìåíøi çà 3 (çà âèíÿòêîì êîðåíÿ).
Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî êîæíié äiàãðàìi Áðàòòåëi ïðèðîäíî âiäïîâiäà¹ ¹äèíà (ç òî-

÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) LDA-ãðóïà.
Íåõàé B = ({Vi}, {Ei}, s, r, d) � äiàãðàìà Áðàòòåëi, à CB = 〈(n(s), n(s+1), A(s)) | s ∈

N ∪ {0}〉 � ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ¨é âiäïîâiäà¹.

Âèáåðåìî ìíîæèíè X
(s)
l , äå s ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ k(s) òàê, ùîá |X(s)

l | = n
(s)
l i êîæíà ç

ìíîæèí X
(s)
l íå ïåðåòèíàëàñÿ ç iíøèìè. Äàëi, ïîêëàäåìî

X(s) =

k(s)⊔
l=1

X
(s)
l , G

(s)
l = Alt(X

(s)
l ) i G(s) =

k(s)⊕
l=1

G
(s)
l (s ∈ N ∪ {0}).

Òàêîæ âèçíà÷èìî òàêèé ìîíîìîðôiçì φs : G(s) → G(s+1), ùîá êîæíà íåòðèâiàëüíà îð-
áiòà äîâiëüíîãî ìíîæíèêà G

(s)
j íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi X

(s+1)
i áóëà ïðèðîäíîþ, à ¨õíÿ

êiëüêiñòü äîðiâíþâàëà ÷èñëó a
(s)
ij , âèçíà÷åíîìó ðiâíiñòþ (3). Iñíóâàííÿ òàêîãî ìîíîìîð-

ôiçìó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ (1). Òàê âèçíà÷åíèé ìîíîìîðôiçì φs íàçèâàòèìåìî
d-çàíóðåííÿì ç ìàòðèöåþ A(s). Iíäóêòèâíà ñèñòåìà {(G(s), φs)), s ∈ N ∪ {0}} âèçíà÷à¹
äåÿêó LDA-ãðóïó.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé CB = 〈(n(s), n(s+1), A(s)) | s ∈ N∪{0}〉 � ïîñëiäîâíiñòü Áðàòòåëi,

〈G(s)〉 � âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìèõ ñóì ñêií÷åííèõ çíàêîçìiííèõ ãðóï. Íåõàé

òàêîæ

H1 = lim
s→∞

(G(s), φs) i H2 = lim
s→∞

(G(s), ψs),

äå φs i ψs � d-çàíóðåííÿ ç îäíi¹þ i òi¹þ æ ìàòðèöåþ A(s) äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî

öiëîãî s. Òîäi ãðóïè H1 òà H2 � içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî d-çàíóðåííÿ ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíèõ
äâîõ d-çàíóðåíü φs òà ψs ç ìàòðèöåþ A(s) ãðóïè G(s) â ãðóïó G(s+1) i äëÿ êîæíîãî αs ç⊕k(s)

i=1 Sym(X
(s)
i ) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò αs+1 ç

⊕k(s+1)
i=1 Sym(X

(s+1)
i ), ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ G(s)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

α−1
s+1φs(g)αs+1 = ψs(α

−1
s gαs). (4)

Òîáòî, α−1
s+1φs(g)αs+1 òà ψs(α

−1
s gαs) âèçíà÷àþòü îäíó é òó æ ïiäñòàíîâêó ìíîæèíè X(s).

Îñêiëüêè ðiâíiñòü (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ s, òî çà ëåìîþ 2.3 ç [1] ãðóïè
H1 òà H2 � içîìîðôíi.

Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1, ìîæíà äàòè òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ lims→∞(G(s), φs), äå φs ¹ d-çàíóðåííÿìè iç ìàòðèöÿ-
ìè A(s) (s ∈ N ∪ {0}), íàçèâà¹òüñÿ çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ äiàãðàìè Áðàòòåëi B.

Ìè ïîçíà÷àòèìåìî öþ ãðóïó ñèìâîëîì Alt(B).
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3. Íîðìàëüíà áóäîâà. Äëÿ äiàãðàìè Áðàòòåëi B ãðóïó Alt(B) = lims→∞(G(s), φs) ïðè-
ðîäíî ðîçãëÿäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷îãî ëàíöþãà âëàñíèõ ïiäãðóï

Alt(B) =
∞⋃

s=0

G(s).

Ëåìà 1. Íåõàé B � äiàãðàìà Áðàòòåëi, à N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà Alt(B). ßêùî iñíó¹

òàêå g ∈ N ∩ G(s), ùî g äi¹ íåòðèâiàëüíî íà X
(s)
i òà |X(s)

i | > 4, òî N ìiñòèòü G
(s)
i =

Alt(X
(s)
i ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî g /∈ Alt(X
(s)
i ), òî iñíó¹ òàêèé h ∈ Alt(X

(s)
i ), ùî êîìóòàòîð [g, h] åëå-

ìåíòiâ h òà g íåòðèâiàëüíèé. Òîìó, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó àáî g, àáî [g, h] ìiñòèòüñÿ â

Alt(X
(s)
i ) ∩N. Îñêiëüêè Alt(X

(s)
i ) ¹ ïðîñòîþ ãðóïîþ, òî Alt(X

(s)
i ) ⊆ N.

Òåïåð ìè ìîæåìî îïèñàòè âñi íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè Alt(B). Íîðìàëüíà áóäîâà
öi¹¨ ãðóïè äóæå ïîäiáíà äî áóäîâè iäåàëiâ AF C∗-àëãåáðè àñîöiéîâàíî¨ ç äiàãðàìîþ B.
Ïîäiáíiñòü �ïñó¹òüñÿ� ëèøå êîëè ¹ ìiòêè 3 òà 4, i öå âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç àáåëåâiñòü òà
íåïðîñòîòó çíàêîçìiííèõ ãðóï âiäïîâiäíèõ ñòåïåíiâ. Â öié ÷àñòèíi ìè áóäåìî ñëiäóâàòè
çà Ê. Äåâiäñîíîì [2]. Ïiäìíîæèíà S ìíîæèíè V (B) íàçèâà¹òüñÿ íàïðàâëåíîþ, ÿêùî ç
òîãî ùî ÿêàñü âåðøèíà (s, i) íàëåæèòü äî S i (s, i) � (s+1, j) â B, âèïëèâà¹, ùî (s+1, j)
òàêîæ íàëåæèòü äî S. Ïiäìíîæèíà S ¹ ñïàäêîâîþ ÿêùî ç òîãî, ùî äëÿ ÿêî¨ñü âåðøèíè
(s, i) ç V (B) âñi ñóìiæíi âåðøèíè (s + 1, j) íàëåæàòü äî S, âèïëèâà¹, ùî i ñàìà (s, i)
íàëåæèòü äî S.

Êiíåöü äiàãðàìè Áðàòòåëi íàçèâàòèìåìî n-êiíöåì, ÿêùî âñi âåðøèíè, ùî ëåæàòü íà
öüîìó êiíöi, ìîæëèâî çà âèíÿòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, ìàþòü ìiòêó n (òîáòî ìàéæå
äëÿ âñiõ âåðøèí v ç äàíîãî êiíöÿ d(v) = n). Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìiòîê âåðøèí,
ÿêi ëåæàòü íà äîâiëüíîìó êiíöi, ¹ íåñïàäíîþ.

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié âåðøèíi v ç V (B) äâi ìíîæèíè: çàìêíåíó ïiäìíî-
æèíó Dv ⊂ ∂B � ìíîæèíó âñiõ êiíöiâ, ùî ìiñòÿòü v, òà ïiäìíîæèíó Dv ⊂ V (B) �
ìíîæèíó âñiõ âåðøèí, ùî ëåæàòü ïiä v.

Ëåìà 2. Íåõàé B òàêà äiàãðàìà Áðàòòåëi, ùî ∂B íå ìiñòèòü n-êiíöiâ. Òîäi äëÿ äîâiëü-

íî¨ âåðøèíè (s, i) ç V (B) ìíîæèíà D(s,i) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü âåðøèí ç

ìiòêàìè n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Kl ⊆ D(s,i)∩Vl � ïiäìíîæèíà âñiõ âåðøèí ç ìiòêàìè n â ìíîæèíi Vl.
Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíó ìíîæèíó êiíöiâ Kl =

⋃
v∈Kl

Dv. Çðîçóìiëî, ùî Ki+1 ⊇ Ki+2 ⊇
Ki+3 ⊇ . . . . Çà óìîâîþ ëåìè ïåðåòèí

⋂
l>iKl ¹ ïîðîæíiì. Òîìó âñi, ìîæëèâî çà âèíÿ-

òêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, ìíîæèíè Kl ¹ ïîðîæíi. Òîìó, D(s,i) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó
êiëüêiñòü âåðøèí ç ìiòêàìè n.

Ëåìà 3. Íåõàé B � òàêà äiàãðàìà Áðàòòåëi, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè (s, i) ìíîæèíà

D(s,i) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü âåðøèí ç ìiòêàìè, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 4. Òîäi
êîæíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè Alt(B), ùî ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ïåðåòèí ç ïiäãðóïîþ

G
(s)
i , öiëêîì ìiñòèòü öþ ïiäãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè Alt(B), ùî ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ïåðå-

òèí ç G
(s)
i . Òîäi âîíà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ïåðåòèí ç êîæíîþ ïiäãðóïîþ G

(q)
j äëÿ (q, j) ∈

D(s,i). Çà óìîâîþ ëåìè iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå t, t > s, ùî êîæíà âåðøèíà ç Vt∩D(s,i) ìà¹
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ìiòêó áiëüøó çà 4. Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî G
(t)
l ≤ N äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè (t, l) ∈ Vt∩D(s,i).

Îòæå,

G
(s)
i ≤

⊕
{l | (t,l)∈Vt∩D(s,i)}

G
(t)
l ≤ N.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äiàãðàìà Áðàòòåëi B òàêà, ùî ¨¨ ãðàíèöÿ ∂B íå ìiñòèòü 3- òà 4-
êiíöiâ. Òîäi íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè Alt(B) ïåðåáóâàþòü â îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi

ç íàïðàâëåíèìè ñïàäêîâèìè ïiäìíîæèíàìè ìíîæèíè V (B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â Alt(B). Òîäi Ns = N ∩G(s) ¹ íîðìàëüíîþ

ïiäãðóïîþ ãðóïè G(s) =
⊕k(s)

i=1 G
(s)
i . Êðiì öüîãî, ç ëåì 2 òà 3 âèïëèâà¹, ùî Ns ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè S
(s)
N ⊂ Vs (ìîæëèâî ïîðîæíüî¨) öèõ æå äîäàíêiâ �

Ns =
⊕

{i | (s,i)∈S
(s)
N }

G
(s)
i

(íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêi òàêi äiàãðàìè, ó ÿêèõ ìiòêè âñiõ âåðøèí íå ìåíøi

çà 3, òîáòî äiàãðàìè, äëÿ ÿêèõ âñi G
(s)
i íåòðèâiàëüíi).

Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó âåðøèí SN ⊆ V (B), ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì ïî âñiõ íåâiä'¹ìíèõ

öiëèõ s ìíîæèí S
(s)
N

SN =
⋃
s≥0

S
(s)
N .

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ãðóï Ns îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ N , òî ãðóïà N îäíîçíà÷íî âiäíîâ-
ëþ¹òüñÿ çà ìíîæèíîþ SN .

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà SN ¹ íàïðàâëåíîþ. ßêùî G
(s)
i ìiñòèòüñÿ â Ns, òî ç (s, i) �

(s + 1, j) âiäðàçó çà ëåìîþ 1 îòðèìó¹ìî, ùî ïåðåòèí N ∩G(s+1)
j ¹ íåïîðîæíiì. Òîìó N

ìiñòèòü G
(s+1)
j i, îòæå, (s+ 1, j) íàëåæèòü äî SN .

Òåïåð âñòàíîâèìî, ùî ìíîæèíà SN ¹ ñïàäêîâîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî (s+1, j) íàëåæèòü

äî SN äëÿ âñiõ j ç ìíîæèíè J := {j : (s, i) � (s + 1, j) â B}. Òîäi, îñêiëüêè φs(G
(s)
i ) ⊂⊕

j∈J G
(s+1)
j ⊂ N, òî (s, i) òàêîæ íàëåæèòü äî SN .

Ç iíøîãî áîêó, íåõàé SN ñïðÿìîâàíà i ñïàäêîâà ïiäìíîæèíà V (B). Âèçíà÷èìî ïîñëi-
äîâíiñòü ïiäãðóï Ns ãðóï G

(s), s ∈ N ∪ {0}, òàê
Ns =

⊕
{i | (s,i)∈SN∩Vs)}

G
(s)
i .

Îñêiëüêè S ñïðÿìîâàíà, òî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ çðîñòàþ÷èì ëàíöþãîì ïiäãðóï â Alt(B).
Îá'¹äíàííÿ öèõ ïiäãðóï N ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Alt(B), áî êîæíà ïiäãðóïà
Ns íîðìàëüíà â G(s). Ñïàäêîâiñòü ìíîæèíè SN îçíà÷à¹, ùî Ns = G(s) ∩ Ns+1, çâiäêè,
Ns = G(s) ∩ N . Òîìó öå òà æ ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ïîâ'ÿçóâàëàñÿ ç N â ïåðøié ÷àñòèíi
äîâåäåííÿ. Îòæå, ìíîæèíà SN êàíîíi÷íèì ñïîñîáîì ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ç N .

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ìíîæèíà SN âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíié ïiäãðóïi N , òî (s, i) ∈ S

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G
(s)
i ≤ N . Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ìîæå âiäïîâiäàòè íåòðèâiàëüíié

íîðìàëüíié ïiäãðóïi, ëèøå êîëè â äiàãðàìi ¹ 3- àáî 4-êiíöi.
Êàçàòèìåìî, ùî äiàãðàìà Áðàòòåëi ïðîñòà, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V (B) i

êîæíîãî êiíöÿ δ iñíó¹ âåðøèíà w ç δ, ÿêà ëåæèòü ïiä v.

Òåîðåìà 2. Íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi: (i) Äiàãðàìà Áðàòòåëi B ïðîñòà.

(ii) Ãðóïà Alt(B) ïðîñòà àáî içîìîðôíà äî Alt4.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé äiàãðàìà B ïðîñòà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ∂B ìîæå ìàòè
ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü n-êiíöiâ. Ïðè÷îìó, ÿêùî â ∂B ¹ òàêi êiíöi, òî âñi âîíè ¹ n-
êiíöÿìè äëÿ îäíîãî é òîãî æ n ∈ N, i, òèì ïà÷å, ¨õíi ïîïàðíi ñèìåòðè÷íi ðiçíèöi ¹
ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè. Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ íåñêií÷åííèé øëÿõ (s, i0) �
(s + 1, i1) � (s + 2, i2) � . . . ç d((s + l, il)) = n äëÿ l ≥ 0. Îñêiëüêè B ïðîñòà, òî
Vs+l = {(s+l, il)} äëÿ âñiõ l, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà. Ïðè öüîìó Alt(B) içîìîðôíà ç
Altn i òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå. Òîìó íàäàëi, ââàæàòèìåìî, ùî ∂B íå ìà¹ æîäíîãî
n-êiíöÿ.

Îñêiëüêè êîæíà íåòðèâiàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà N ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ïåðåòèí ç
äåÿêîþ ãðóïîþ G(s), òî äåÿêà âåðøèíà (s, i) ìiñòèòüñÿ â SN . Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî
(q, j) ìiñòèòüñÿ â SN äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè (q, j) ç V (B). Íåñêëàäíî ïîìiòèòè, ùî D(q,j) ¹
êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ ∂B äëÿ äîâiëüíî¨ âåðøèíè (q, j). À òîìó, âðàõîâóþ÷è òàêîæ
íàïðàâëåíiñòü SN òà ïðîñòîòó B, îäåðæèìî, ùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå t, ùî äëÿ êîæíîãî
l ç óìîâè (t, l) ∈ D(q,j) âèïëèâà¹, ùî SN ìiñòèòü (t, l). Çâiäñè i çi ñïàäêîâîñòi SN âèïëèâà¹,
ùî (q, j) ìiñòèòüñÿ â SN . Îòæå, SN çáiãà¹òüñÿ ç V (B), à N � ç Alt(B).

Ç iíøîãî áîêó, ïðèïóñòèìî, ùî B íå ¹ ïðîñòîþ. Òîäi iñíó¹ òàêà âåðøèíà (s, i), ùî äëÿ
äîâiëüíîãî êiíöÿ δ áóäü-ÿêà âåðøèíà w ç δ íå ëåæèòü ïiä (s, i). Ðîçãëÿíåìî íàïðàâëåíó
ïiäìíîæèíó S ′ ìíîæèíè V (B), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ (s, i). Ïåðåòèíè S ′∩Vs, ¹ âëàñíèìè ïiä-
ìíîæèíàìè Vs äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ s. Çáiëüøèìî S ′ äî íàéìåíøî¨
íàïðàâëåíî¨ i ñïàäêîâî¨ ìíîæèíè S, ùî ìiñòèòü (s, i). Ìíîæèíà S çàëèøèòüñÿ âëàñíîþ
ïiäìíîæèíîþ V (B), áî ÿê i S ′ íå ìîæå ìiñòèòè æîäíî¨ âåðøèíè ç δ. Òîìó S âiäïîâiäà¹
âëàñíié íîðìàëüíié ïiäãðóïi i, òîìó, Alt(B) ¹ íåòðèâiàëüíîþ i íå ïðîñòîþ. ßêùî Alt(B)
� ñêií÷åííà, òî âîíà ¹ íåòðèâiàëüíèì ïðÿìèì äîáóòêîì ñêií÷åííèõ çíàêîçìiííèõ ãðóï,
i òîìó íå ìîæå áóòè içîìîðôíîþ ç Alt4.

4. Äåÿêi ïðèêëàäè.
4.1. Ãðóïè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè. Ðîçãëÿíåìî êëàñ
îäíîðiäíèõ äiàãðàì Áðàòòåëi, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ äâi äîäàòêîâi óìîâè ïðè s ≥ 1:

• ÷èñëî |Vs| íå çàëåæèòü âiä âèáîðó s i áiëüøå âiä 1;

• tn(s+1) = A(s) · tn(s).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé B � îäíîðiäíà äiàãðàìà Áðàòòåëi. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-

ðàëüíîãî s iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå t ≥ s, ùî ìàòðèöÿ A(t)A(t−1) . . . A(s) ¹ ñòðîãî ïîçèòèâ-

íîþ, òî ãðóïà Alt(B) ¹ ïðîñòîþ ãðóïîþ 1-òèïó.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî äiàãðàìà B ¹ ïðîñòîþ. À òîìó, çà òåîðå-
ìîþ 2 ãðóïà Alt(B) ¹ ïðîñòîþ. Äîâåäåìî òåïåð, ùî Alt(B) ¹ ãðóïîþ 1-òèïó. Äëÿ öüîãî
ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âîíà ìiñòèòü íåôiíiòàðíó ïiäãðóïó. Íåõàé B2 òàêà äiàãðàìà, ùî
|Vs| = 1, A(s) = (2) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ s. Ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 5.3 â [5] áóëî
âñòàíîâëåíî, ùî ãðóïà Alt(B2) íå ¹ ôiíiòàðíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Alt(B) ìiñòèòü ïiä-
ãðóïó içîìîðôíó äî Alt(B2), òîìó Alt(B) íå ¹ ôiíiòàðíîþ. Äàëi, Alt(B) ìà¹ ïîêðèòòÿ
Êåãåëÿ, âñi ôàêòîðè ÿêîãî çíàêîçìiííi ãðóïè (äèâ., íàïðèêëàä, [6]), çâiäêè îäåðæó¹ìî,
ùî öÿ ãðóïà ¹ çíàêîçìiííîãî òèïó. I, íàðåøòi, âîíà ¹ 1-òèïó çà òåîðåìàìè 1.2 òà 1.4
ç [3].

Íàñïðàâäi, ïîäiáíî ìîæíà äîâåñòè i áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî äiàãðàìà B
òàêà, ùî Alt(B) ¹ íåñêií÷åííîþ ïðîñòîþ ãðóïîþ, òî àáî Alt(B) içîìîðôíà äî íåñêií-
÷åííî¨ (ôiíiòàðíî¨) çíàêîçìiííî¨ ãðóïè àáî ¹ ãðóïîþ 1-òèïó (äèâ. òàêîæ [5, Proposition
5.3]).
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð äiàãðàìè Áðàòòåëi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé ðåêóðåíòíó ïîñëiäîâíiñòü Σ = 〈cn | n ∈ N〉 çàäàíî ðiâíÿííÿì

cn+1 = lmcn + lm−1cn−1 + . . .+ l1cn−m+1 (5)

äëÿ n ≥ m, äå âñi li (1 ≤ i ≤ m) � íåâiä'¹ìíi öiëi, l1lm 6= 0 im > 1. Ðiâíÿííÿ (5) âèçíà÷à¹
ïîñëiäîâíiñòü Σ ïðè çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ � íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ c1, . . . , cm. Çà
ïîñëiäîâíiñòþ Σ äiàãðàìà BΣ (âëàñíå, ïîñëiäîâíiñòü CBΣ

) áóäó¹òüñÿ òàê. Ïîêëàäåìî
n(1) = (c1, . . . , cm),

A(0) =

 1
...
1

 , A(s) = A =



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 0 1 0
0 . . . 0 0 0 1
l1 l2 . . . lm


,

tn(s+1) = A· tn(s) äëÿ s ≥ 1. Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî n
(s)
1 ¹ s-òèì ÷ëåíîì â ïîñëiäîâíîñòi Σ, à

äiàãðàìà BΣ ¹ îäíîðiäíîþ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé Σ � ðåêóðåíòíà ïîñëiäîâíiñòü, âèçíà÷åíà ÿê âèùå. Ãðóïà Alt(BΣ)
ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: 1. Alt(BΣ) � ïðîñòà ãðóïà 1-òèïó. 2. Êîæíà ëîêàëüíà ñèñòåìà

Alt(BΣ) ìiñòèòü íåïðîñòó ñêií÷åííó ãðóïó.

Äîâåäåííÿ. 1. Îñêiëüêè l1lm 6= 0, òî A2m ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ. Òîìó, çà òâåðäæåííÿì 2,
ãðóïà Alt(BΣ) ¹ ïðîñòîþ ãðóïîþ 1-òèïó.

2. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåïðîñòà ãðóïà Hi â ïîñëiäîâíîñòi Êåãåëÿ ãðóïè
Alt(BΣ). Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Ç îçíà÷åííÿ ãðóïè 1-òèïó âèïëèâà¹, ùî ìè ìîæåìî
ââàæàòè, ùî êîæíà Hi â ïîñëiäîâíîñòi Êåãåëÿ ¹ ñêií÷åííîþ çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ. Â
öüîìó âèïàäêó çà òâåðäæåííÿì 2.1 ç [6] ãðóïà Alt(BΣ) ïîâèííà áóòè LA-ãðóïîþ. Àëå
ç iíøîãî áîêó, Alt(BΣ) íå ¹ LA-ãðóïîþ � öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1 ç [8]. Îäåðæàëè
ñóïåðå÷íiñòü.

Ëîêàëüíî ñêií÷åííà ïðîñòà ãðóïà ïîáóäîâàíà çà ïîñëiäîâíiñòþ Ôiáîíà÷÷i â [10] ¹
ïðèêëàäîì ãðóïè, ùî âèçíà÷åíà ðåêóðåíòíîþ ïîñëiäîâíiñòþ, i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåî-
ðåìè 3.
4.2 Ãðóïà ïiäñòàíîâîê Ïàñêàëÿ Alt(BP ). Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü Áðàòòåëi CBP

òàê: A(0) =

(
1
1

)
, A(s) � (s+ 1)× (s+ 2)-ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A(s) =



1 0 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 1 1 0
0 . . . 0 0 1 1
0 . . . 0 0 0 1


,
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tn(s+1) = A(s) · tn(s) äëÿ s ≥ 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî n
(s)
i äîðiâíþ¹ áiíîìíîìó êîåôiöi¹íòó

Ci−1
s äëÿ âñiõ s ≥ 0 i 1 ≤ i ≤ s + 1. Òîáòî, BP ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíà ç òðèêóòíèêîì

Ïàñêàëÿ. Òîìó ãðóïó Alt(BP ) ïðèðîäíî íàçèâàòè ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê Ïàñêàëÿ.

Ðîçãëÿíåìî äiàãðàìó B′P , ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç BP âèêèäàííÿì âåðøèí ç ìiòêàìè ìåí-
øèìè çà 3 i ñòðiëîê, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â öèõ âåðøèíàõ. Î÷åâèäíî, ùî Alt(BP ) ' Alt(B′P ).

Òàêîæ âèçíà÷èìî ìíîæèíó Sv = {u ∈ V (B′P ) | u � v} äëÿ êîæíîãî v ∈ V (B′P ).
Ïîìiòèìî, ùî íàïðàâëåíi i ñïàäêîâi ïiäìíîæèíè V (B′P ) � öå ìíîæèíè Sv, v ∈ V (B′P ).

Ìíîæèíà L = {Sv | v ∈ V (B′P )} ¹ ïîâíîþ äèñòðèáóòèâíîþ ãðàòêîþ ç îïåðàöiÿìè ∨ òà
∩, äå Su ∨Sv � íàéìåíøà çà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà ç L, ùî ìiñòèòü i Su, i Sv, òà Su ∩Sv

� çâè÷àéíèé ïåðåòèí ìíîæèí.
Çà òåîðåìîþ 1 îòðèìó¹ìî

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé äiàãðàìè BP òà B′P òàêi ÿê îçíà÷åíî âèùå. Òîäi: 1. Íîðìàëüíi
ïiäãðóïè Alt(BP ) ïåðåáóâàþòü â îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç âåðøèíàìè B′P . 2. Ãðàòêà
íîðìàëüíèõ ïiäãðóï Alt(Cp) içîìîðôíà ç ãðàòêîþ (L,∨,∩).
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