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Twelve unsolved problems related to complex linear convex analysis are formulated.
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Ôîðìóëèðóþòñÿ äâåíàäöàòü íåðåøåííûõ âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê êîìïëåêñíîìó ëè-
íåéíîìó âûïóêëîìó àíàëèçó.

Ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ îïóêëîñòi ïðè n = 2 âïåðøå áóëî ââåäåíî 1935 ð. â ïðàöi Ã. Áåí-
êå i Å. Ïåøëÿ [1] òà ïî÷àëî øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ çàâäÿêè ïðàöÿì À. Ìàðòiíî òà
Ë. Àéçåíáåðãà [2,3] ç øiñòäåñÿòèõ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Ëiíiéíî îïóêëi ìíîæèíè çíà-
õîäÿòü çàñòîñóâàííÿ ÿê ó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi òàê i â ïèòàííÿõ iíòåãðàëüíî¨ ãåîìåòði¨
òà òîìîãðàôi¨. Íà îñíîâi öèõ ìíîæèí â êîìïëåêñíîìó àíàëiçi ïîáóäîâàíî àíàëîã äié-
ñíîãî îïóêëîãî àíàëiçó. Áiëüø äåòàëüíî ç åëåìåíòàìè ëiíiéíî îïóêëîãî àíàëiçó ìîæíà
ïîçíàéîìèòèñÿ â ìîíîãðàôiÿõ [4,5,7] òà îãëÿäîâié ñòàòòi [6].

Ìåòà äàíîãî ïîâiäîìëåííÿ � çâåðíóòè óâàãó íà íèçêó öiêàâèõ íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷,
ÿêi ÷àñòî äóæå ïðîñòî ôîðìóëþþòüñÿ, àëå ðîçâ'ÿçîê ÿêèõ, ÿê âèïëèâà¹ ç áåñiä àâòîðà
çi ñïåöiàëiñòàìè ç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òîïîëîãi¨, ïîòðåáóþòü, ìàáóòü, ñâiæèõ iäåé.

Äàëi ó ñòàòòi, ÿêùî íå âêàçàíå iíøå, ðîçãëÿäà¹ìî n-âèìiðíèé àôiííèé ïðîñòið Cn

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíó E ⊂ Cn íàçèâàþòü ëiíiéíî îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
z ∈ Cn\E iñíó¹ êîìïëåêñíà ãiïåðïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó z i íå ïåðåòèíà¹ E.

Ïèòàííÿ 1. Íåõàé K ⊂ Cn ¹ ëiíiéíî îïóêëèì êîìïàêòîì ç íåòðèâiàëüíîþ ãðóïîþ
êîãîìîëîãié H i(K) 6= 0. ×è âiðíî, ùî ãðóïè êîãîìîëîãié H i(K) òåæ íåòðèâiàëüíi äëÿ
óñiõ j 0 < j < i ?

Äëÿ óñiõ âiäîìèõ ïðèêëàäiâ öå ñïðàâåäëèâî.

Ïèòàííÿ 1à (Ïðîáëåìà ñôåðè). ×è iñíó¹ ëiíiéíî îïóêëèé êîìïàêò â C2, äëÿ ÿêî-
ãî óñi ãðóïè êîãîìîëîãié çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè ãðóïàìè êîãîìîëîãié äâîâèìiðíî¨
ñôåðè S2 ?

Iñíóâàííÿ òàêîãî êîìïàêòó áóëî á êîíòðïðèêëàäîì äî ïèòàííÿ 1.

Óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ îïóêëîñòi.
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Îçíà÷åííÿ 2.Ìíîæèíó E ⊂ Rn â n-âèìiðíîìó äiéñíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði íàçâåìî
(n,m)-îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ Rn \ E iñíó¹ m-âèìiðíà ïëîùèíà, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x i íå ïåðåòèíà¹ E.

Ïèòàííÿ 2. Íåõàé K ⊂ Rn � (n,m)-îïóêëèé êîìïàêò ç íåòðèâiàëüíîþ ãðóïîþ êîãî-
ìîëîãié H i(K) 6= 0. ×è ïðàâèëüíî, ùî íà êîæíîìó iíòåðâàëi

(
0;
[

n
m

]]
,
([

n
m

]
+ 1; 2

[
n
m

]]
,

. . .,
(
j
[

n
m

]
+ 1; i

]
iñíó¹ öiëå ÷èñëî l òàêå, ùî H l(K) 6= 0, äå [α] � öiëà ÷àñòèíà α, à
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≥ i ?

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíó E ⊂ Cn íàçèâàþòü ñèëüíî ëiíiéíî îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ êîìïëåêñíî¨ ïðÿìî¨ γ ïåðåðiç γ ∩ E òà äîïîâíåííÿ ïåðåðiçó â ïîïîâíåíié ïðÿìié
γ \ γ ∩ E çâ'ÿçíi (γ = γ ∪ (∞)).

Íàñòóïíi äâà çàïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç êîìïàêòèôiêàöiÿìè ìíîæèí. ×è ìîæóòü ñèëüíî
ëiíiéíî îïóêëi îáëàñòi ìàòè âíóòðiøíþ ìåæó, à ñèëüíî ëiíiéíî îïóêëi êîìïàêòè òî÷êè
ìåæi, ùî íå íàëåæàòü äî çàìèêàííÿ âíóòðiøíîñòi?

Ïèòàííÿ 3. Íåõàé K ⊂ Cn � ñèëüíî ëiíiéíî îïóêëèé êîìïàêò ç íåïîðîæíüîþ âíóòði-
øíiñòþ intK 6= ∅. ×è ïðàâèëüíî, ùî äëÿ çàìèêàííÿ intK = K ïðè n > 1 ?

Ïèòàííÿ 4. Íåõàé D ⊂ Cn � îáìåæåíà ñèëüíî ëiíiéíî îïóêëà îáëàñòü. ×è ïðàâèëüíî,
ùî intD = D ïðè n > 1 ?

Äëÿ íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé òà ïðè n = 1 öå íå òàê.

Ïèòàííÿ 5. Îïèñàòè ëiíiéíî îïóêëi îáëàñòi (êîìïàêòè), ÿêi ìîæóòü áóòè àïðîêñèìî-
âàíi ççîâíi (çñåðåäèíè) ëiíiéíî îïóêëèìè îáëàñòÿìè ç ãëàäêîþ, ùî íàëåæèòü äî êëàñó
C2 ìåæåþ.

Ïèòàííÿ 6. Íåõàé D ⊂ Cn � îáìåæåíà ñèëüíî ëiíiéíî îïóêëà îáëàñòü ç ãëàäêîþ, ùî
íàëåæèòü äî êëàñó Cr ìåæåþ. ßêîãî êëàñó ãëàäêîñòi áóäå ìåæà îáðàçó ïðîåêöi¨ D íà
äîâiëüíó êîìïëåêñíó ïðÿìó ?

Îçíà÷åííÿ 4. Ñïðÿæåíîþ ìíîæèíîþ äî ìíîæèíè E ⊂ Cn íàçâåìî ìíîæèíó

E∗ = {w | 〈w, z〉 6= 1 äëÿ óñiõ z ∈ E},

äå w = (w1, w2, . . . , wn), z = (z1, z2, . . . , zn) òî÷êè â Cn, à 〈w, z〉 = w1z1 +w2z2 + . . .+wnzn.

Âiäîìî, ùî ëiíiéíà îïóêëiñòü ìíîæèíè åêâiâàëåíòíà äî ðiâíîñòi (E∗)∗ = E ([5]).

Ïèòàííÿ 7.ÍåõàéD ⊂ Cn � îáëàñòü ç ãëàäêîþ êëàñó Cr ìåæåþ. ßêîãî êëàñó ãëàäêîñòi
áóäå ìåæà ñïðÿæåíî¨ ìíîæèíè D∗ ?

Ïèòàííÿ 8. Íåõàé K ⊂ Cn ¹ êîìïàêòîì äëÿ ÿêîãî óñi ïåðåðiçè êîìïëåêñíèìè m-
âèìiðíèìè ïëîùèíàìè ëiíiéíî îïóêëi (m > 1). ×è áóäå K ëiíiéíî îïóêëèì êîìïàêòîì ?

Ïèòàííÿ 9. Àíàëîãi÷íå äî ïèòàííÿ 8 äëÿ îáëàñòi D ⊂ Cn.

ßêùî m = 1 âiäïîâiäü íà îáèäâà ïèòàííÿ íåãàòèâíà.

Îçíà÷åííÿ 5. Íàçâåìî ëiíiéíî îïóêëîþ ((n,m)-îïóêëîþ) îáîëîíêîþ Ê ìíîæèíè E ⊂
Cn (E ⊂ Rn) ïåðåòèí óñiõ ëiíiéíî îïóêëèõ ((n,m)-îïóêëèõ) ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü ìíî-
æèíó E.

Ïèòàííÿ 10. ßêi äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá òî÷êà z ∈ Cn \E (x ∈ Rn \E) íàëåæàëà
äî âiäïîâiäíî¨ îáîëîíêè ?
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Ïèòàííÿ 11. Íåõàé Sn−1 ⊂ Rn (S2n−1 ⊂ Cn) � ñôåðà ðàäióñà 1. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ
{Bk} êóëü ç öåíòðàìè íà öié ñôåði ðàäióñà ìåíøîãî çà îäèíèöþ, ÿêi ïîïàðíî íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ. ßêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü êóëü çàáåçïå÷èòü, ùîá öåíòð ñôåðè íàëåæàâ äî
(n,m)-îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè

⋃
k Bk ?

Ç ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi [8] âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî ùîá öåíòð ñôåðè íàëåæàâ äî (n, n−1)-
îïóêëî¨ îáîëîíêè äîñèòü äâîõ êóëü.

Ïèòàííÿ 12. Íåõàé K ⊂ Rn � êîìïàêò, ïåðåðiçè ÿêîãî äiéñíèìè l-âèìiðíèìè ïëî-
ùèíàìè ¹ (l,m)-îïóêëèìè (n > l > m > 0). Î÷åâèäíî, ùî K òàêîæ ¹ (n,m)-îïóêëèì
êîìïàêòîì. ßêi äîäàòêîâi óìîâè íà l i m çàáåçïå÷àòü (n,m+1)-îïóêëiñòü êîìïàêòó K ?

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íi äî îñòàííüîãî ïèòàííÿ ìàþòü ïîçèòèâíó âiäïîâiäü äëÿ
àöèêëi÷íèõ ïåðåðiçiâ êîìïàêòiâ ([9,10]), îáëàñòåé ([11]) â äiéñíîìó ïðîñòîði òà â êîì-
ïëåêñíîìó ïðîñòîði ([12]). (Ïiä àöèêëi÷íiñòþ ðîçóìi¹ìî òðèâiàëüíiñòü óñiõ ãðóï ïðèâå-
äåíèõ êîãîìîëîãié ðîçãëÿäóâàíî¨ ìíîæèíè).
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