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Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé óñòàíîâëåíàÿ ëîêàëüíàÿ êîððåêòíà ðàç-
ðåøèìîñòü çàäà÷è ñ âíóòðåííèìè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòü ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê
ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè âðåìåíè.

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è èçó÷åíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ äëÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à. Îäíàêî, âîçìîæíû è èíûå
ïîñòàíîâêè çàäà÷. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ë. ×åçàðè [19] ðàññìîòðåíû àíàëîãè ìíîãî-
òî÷å÷íîé çàäà÷è Âàëëå-Ïóññåíà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè âðåìåíè. Îáçîð îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîé òåìàòèêå
ðàáîò ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîé ãëàâå êíèãè Á. È. Ïòàøíèêà [5]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëî-
æåíèé òàêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàäàíèå èíôîðìàöèè
î ñèñòåìå â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòàõ âðåìåíè. Îäíàêî, áîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûì è åñòåñâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ àíàëîã ìíîãîòî÷å÷íîé
çàäà÷è Âàëëå-Ïóññåíà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ îáû÷íî çàäàåòñÿ íå íà ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâåííîé îñè
(êàê ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü ïî àíîëîãèè ñ çàäà÷åé ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé), à
íà íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ ëèíèÿõ, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ è çàâèñÿùèõ îò ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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Ïîäîáíî òîìó, êàê îáû÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è Âàëëå-Ïóññåíà,
îáû÷íóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê ÷à-
ñòíûé ñëó÷àé óïîìÿíóòîãî àíàëîãà çàäà÷è Âàëëå-Ïóññåíà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé, åñëè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû íà äâóõ ëèíèÿõ � ïðÿìûõ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâåííîé îñè. Åñëè æå ýòè äâå ëèíèè íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìûå, è,
áîëåå òîãî, îíè íåèçâåñòíû, òî ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å Ñòåôàíîâñêîãî òèïà äëÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèõ íåèçâåñòíûõ ëèíèé, íà êîòîðûõ çàäàåòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ìîæåò áûòü è áîëåå äâóõ.

Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûå âûøå çàäà÷è îñîáåííî õàðàêòåðíû äëÿ òàê íàçûâàåìûõ
ñèíãóëÿðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàê íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ó êîòîðûõ ÷àñòü õàðàêòåðèñòèê ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà îñè âðåìåíè. Â ïðèëîæåíèÿõ òàêèå ñèñòåìû ñòàëè âñòðå÷àòüñÿ îòíîñè-
òåëüíî íåäàâíî. Ïðè ýòîì òàêèå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû ìîãóò âîçíèêàòü êàê íåïîñðåä-
ñòâåííî, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàê è â êà÷åñòâå
ïðîìåæóòî÷íûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè àíàëèçå äðóãèõ, íàïðèìåð, ìíîãîìåð-
íûõ çàäà÷.

Òàê, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ è òåêóùåé âäîëü îñè âðàùåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ (âèí-
òîâîå òå÷åíèå), äëÿ äàâëåíèÿ âîçíèêàåò óðàâíåíèå ([1], [2]), êîòîðîå â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè (â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ) èìååò âèä( ∂
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, N = 2, à îñü âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ x. Ïðè N = 1 òî

æå ñàìîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâóìåðíûå ìàëûå êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé íåâðàùàþùåé-
ñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè, òåêóùåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïåðïåíäèêóëÿðíî
íàïðàâëåíèþ ñòðàòèôèêàöèè ([1], [3]). Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì Ôóðüå âî-
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Óðàâíåíèå (2) èìååò äâà äâóêðàòíûõ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê, ïðè÷åì îäíî èç íèõ
ñîñòîèò èç ïðÿìûõ t = const.

Ïðèìåðîì çàäà÷è, â êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè-
êàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè âðåìåíè (äëÿ êðàòêîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü
òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ãîðèçîíòàëüíûìè), ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè îäíîìåð-
íûõ (èëè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ) èîííî-çâóêîâûõ âîëí â íåçàìàãíè÷åííîé ïëàçìå
([1]). Ýòî óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
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ãäå çíà÷åíèå u(x, t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ. Ýòî óðàâíåíèå òàêæå
èìååò äâóêðàòíîå ñåìåéñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Äîñòàòî÷íî ìíîãî óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè òàêîãî òèïà âîçíèêàåò â îäíîìåðíîé
òåîðèè âÿçêî-óïðóãîñòè. Òàê, ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé ñðåä òèïà ãåëåé, îïèñûâàåìûõ
ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì Êåëüâèíà - Ôîéõòà, âîçíèêàåò óðàâíåíèå
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Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèé ñðåä òèïà çîëåé Ëåñåðñè÷åì ([4]) áûëà ïðåäëîæåíà ðåîëî-
ãè÷åñêàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
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Òàêîå æå óðàâíåíèå âîçíèêàåò è ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèé çåìíîé êîðû â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðåîëîãè÷åñêîé ñõåìîé, ïðåäëîæåííîé Äæåôôðèñîì ([4]).

Âñå ïðåäûäóùèå óðàâíåíèÿ áûëè ëèíåéíûìè. Îäíàêî, â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà èçó-
÷àþòñÿ è ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòü ñåìåéñòâ õàðà-
êòåðèñòèê êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè âðåìåíè. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à î
ðàñïðîñòðàíåíèè èîíîâ ïðèìåñåé â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ([6]). Ïîñêîëüêó äëÿ íàøåé ðàáîòû ýòà çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
îäíà èç ìîäåëüíûõ, îïèøåì åå íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ýòó çàäà÷ó (â áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ), èìååò âèä
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ïîòåíöèàë, p, q � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (4) è (5) ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ãîðèçîíòàëüíû.
Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (3)-(5) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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Ïóòåì ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
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0
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Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ñèíãóëÿðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü, êàê ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îäíîìåðíûõ ñïëîøíûõ ñðåä, â êîòîðûõ ÷àñòü âî-
çìóùåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ñêîðîñòÿìè, à ÷àñòü � ñ áåñêîíå÷íûìè.
Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ ìîäåëü (êàê, âïðî÷åì, è ëþáàÿ ìîäåëü) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé èäåà-
ëèçàöèåé ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî, ïðè ïðàâèëüíîì àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ íå âîçíè-
êàåò ïðîòèâîðå÷èé. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè òàêæå îáëàäàåò õàðàêòå-
ðèñòèêàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè âðåìåíè, ÷òî íå ìåøàåò øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Ïî-ñóùåñòâó, â ñëó÷àå óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü õàðàêòåðèñòèê îñè âðåìåíè åñòü ñëåäñòâèå
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îïðåäåëåííîé èäåàëèçàöèè, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåíå-
áðåãàþò ìàññîé ìîëåêóë âåùåñòâà, à ñàìî âåùåñòâî ñ÷èòàþò íåïðåðûâíîé ñïëîøíîé
ñðåäîé. Òàêèì îáðàçîì, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü õàðàêòåðèñòèê îñè âðåìåíè ìîæåò áûòü,
íàïðèìåð, ðåçóëüòàòîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò ñëó÷àÿ õàðàêòåðèñòèê ñ íå âåðòèêàëü-
íûì ðàñïîëîæåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê îñè âðåìåíè.

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîïðîñ î êîððåêòíîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòü ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè
âðåìåíè, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè áûë îòêðûò, õîòÿ ê ìîäåëÿì òàêîãî âèäà, êàê óêà-
çûâàëîñü âûøå, ïðèâîäÿò íåêîòîðûå çàäà÷è ôèçèêè òâåðäîãî òåëà.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ÷àñòü õàðàêòåðèñòèê ãîðèçîíòàëüíà, áóäåì
íàçûâàòü âûðîæäåííûìè èëè ñèíãóëÿðíûìè. Ïðè èõ èññëåäîâàíèè âîñïîëüçóåìñÿ ìå-
òîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ñó-
ùåñòâó âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå Á. Ðèìàíà, ïîñâÿùåííîé ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â íåëè-
íåéíûõ ñðåäàõ ([20]), à â îáùåì âèäå ýòîò ìåòîä áûë ðàññìîòðåí Ã. Ëåâè ([7]). Ïîçäíåå,
â ðàáîòàõ À. Äóãëèñà ([8]), Ô. Õàðòìàíà è À. Âèíòíåðà ([9]) ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû
ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Íåñêîëüêî èíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ æå ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî â êíèãå Á. Ë. Ðîæäåñòâåíñêîãî è Í. Í.
ßíåíêî ([10]). Çàìåòèì, ÷òî âñå ñêàçàííîå îòíîñèòåëüíî êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì îòíîñè-
òñÿ ê ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè
ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ, ñâÿçàíû ñ âîçìîæíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê è îáðàçîâà-
íèÿ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå, ðàññìîòðåíî â äîâîëüíî îáùåì âèäå â ðàáîòàõ Ï.
Ëàêñà ([12]) è Ô. Äæîíà ([11]).

Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèëîñü ê èçó÷åíèþ çàäà÷è Êîøè. Â ðàáîòå Â. Ý. Àáîëèíÿ è
À. Ä. Ìûøêèñà [13], â ÷àñòíîñòè, áûëè äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëóëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Ïîçäíåå, â ðàáîòàõ À. Ä. Ìûøêèñà è À. Ì. Ôèëèìîíîâà [14], [17], áûëà ðàññìîòðå-
íà ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äîêàçàíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è.

Çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ, ó êîòîðîãî èìååòñÿ íå çàäàííàÿ çàðàíåå ëèíèÿ ðà-
çðûâà, èçâåñòíîé êàê çàäà÷à Ñòåôàíà, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, îñîáåííî äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîæàëóé, íàèáîëåå áëèçêîé ê òåìå íàøåé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ê. Þ. Êàçàêîâà è Ñ. Ô. Ìîðîçîâà [15], â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ
âîïðîñ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â êðèâîëèíåéíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ íåèçâåñòíîé
âíóòðåííåé ãðàíèöåé. Â ýòîé ðàáîòå ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè èñõîäíûõ ôóíêöèé
ñèñòåìû áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè â ìàëîì êóñî÷íî-
ãëàäêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [15] áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé
ôóíêêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ï. Áàççàíèíè è ß. Òóðî [21]. Áëèç-
êîé ê òåìå íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ð. Â. Àíäðóñÿêà, Â. Ì. Êèðèëè÷à è À. Ä.
Ìûøêèñà [16], â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà äëÿ îäíîìåðíîé
êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû. Â ýòîé ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà òåîðåìà î ëîêàëüíîì
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî (ëèïøèöåâîãî ïî îáåèì ïåðåìåííûì) ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T0) = {(x, t)| 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T0}, ãäå
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` > 0, T0 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u, v)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u, v), i = 1, . . . ,m, (6)

∂vj
∂x

= qj(x, t, u, v), j = 1, . . . , n, (7)


sj = rj(t, s(t), u(sj(t), t), v(sj(t), t)), j = 1, . . . , n, (8)

ãäå u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vn), s = (s1, . . . , sn), à òî÷êà íàä sj, êàê îáû÷íî,
îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t.

Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u(x, 0) = α(x), 0 ≤ x ≤ `, (9)

sj(0) = cj, j = 1, . . . , n, 0 ≤ cj ≤ `, (10)

ui(0, t) = γ0
i (t, u(0, t)), i ∈ I0

+ = {i| sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1}, (11)

ui(`, t) = γ`i (t, u(`, t)), i ∈ I`− = {i| sgn(λi(`, 0, 0, 0)) = −1}. (12)

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà íåèçâåñòíûõ ëèíèÿõ èìåþò âèä

vj(sj(t), t) = βj(t), j = 1, . . . , n, (13)

ãäå ôóíêöèè α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βn), γ0
i (i ∈ I0

+), γ`i (i ∈ I`−) è êîíñòàíòû
cj (j = 1, . . . , n) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè.

Îáîçíà÷èâ w = (u, v), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà
D(T0, P0) = Π(T0)× {w|w ∈ Rm+n, ‖w‖ ≤ P0},
D1(T0, P0) = [0, T0]× {w|w ∈ Rm+n, ‖w‖ ≤ P0},

D2(T0, P0) = [0, T0]× [0, `]n × {w|w ∈ Rm+n, ‖w‖ ≤ P0},
ãäå P0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, [0, `]n ∈ Rn. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ|u| = maxi |ui|, |v| =
maxj |vj|, |s| = maxj |sj|, |w| = max{|u|, |v|}.

Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ
A1. Â îáëàñòè D1(T0, P0) äëÿ i = 1, . . . ,m âûïîëíåíî

sgn(λi(0, t, u, v)) = const, sgn(λi(`, t, u, v)) = const.
A2. Ôóíêöèè λi(x, t, w), fi(x, t, w) äëÿ i = 1, . . . ,m, qj(x, t, w) äëÿ j = 1, . . . , n, îïðå-

äåëåíû â îáëàñòè D(T0, P0), à ôóíêöèè rj(x, t, w) äëÿ j = 1, . . . , n îïðåäåëåíû â îáëàñòè
D2(T0, P0). Âñå ýòè ôóíêöèè îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè Λ, F,Q,R
ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè qj(x, t, w) äëÿ j = 1, . . . , n íåïðåðûâíû ïî t.

A3. Ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå, ñóììèðóåìûå íà [0, T0] (è [0, `] ñîîòâåòñòâåííî)
ôóíêöèè Λ1(t),Λ2(t), F1(t), F2(t), R1(t), R2(t), (Q2(x), ïðè÷åì Q2(x) êðîìå òîãî ñóììèðó-
åìà â êâàäðàòå) òàêèå, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ [0, T0] (x ∈ [0, `]) ïðè (x1, t, w1) ∈ D(T0, P0),
(x2, t, w2) ∈ D(T0, P0), (x1, t, w1) ∈ D2(T0, P0), (x2, t, w2) ∈ D2(T0, P0) (è ïðè (x, t, w1) ∈
D(T0, P0), (x, t, w2) ∈ D(T0, P0) ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ i = 1, . . . ,m è j = 1, . . . , n âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà

|λi(x1, t, w1)− λi(x2, t, w2)| ≤ Λ1(t)|x1 − x2|+ Λ2(t)|w1 − w2|,
|fi(x1, t, w1)− fi(x2, t, w2)| ≤ F1(t)|x1 − x2|+ F2(t)|w1 − w2|, (14)

|rj(x1, t, w1)− rj(x2, t, w2)| ≤ R1(t)|x1 − x2|+R2(t)|w1 − w2|,
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|qj(x, t, w1)− qj(x, t, w2)| ≤ Q2(x)|w1 − w2|.
A4. Ôóíêöèè λi(x, t, w), fi(x, t, w), rj(x, t, w), qj(x, t, w) èçìåðèìû â îáëàñòè D(T0, P0)

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m è j = 1, . . . , n ñîîòâåòñòâåííî.
Èç óñëîâèé À2, À3, À4 ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè D(T0, P0) ôóíêöèè λi(x, t, w), fi(x, t, w)

äëÿ i = 1, . . . ,m (è ôóíêöèè rj(x, t, w), qj(x, t, w) ïðè j = 1, . . . , n ñîîòâåòñòâåííî) íåïðå-
ðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè x,w ( ïî t, w) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T0] (x ∈ [0, `]) è ñóììèðóåìû
ïî t (ïî x) íà [0, T0] ([0, `]) ïðè ôèêñèðîâàííûõ x,w (è t, w ñîîòâåòñòâåííî). Îòñþäà è èç
èçâåñòíîé ëåììû ([18], ñ.121) ñëåäóåò, ÷òî åñëè w : Π(T0)→ Rm+n è x : [0, T0]→ [0, `] �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî ôóíêöèè λi(x(t), t, w(x(t), t)), fi(x(t), t, w(x(t), t)), i = 1, . . . ,m
è rj(x(t), t, w(x(t), t)) j = 1, . . . , n áóäóò ñóììèðóåìûìè íà [0, T0].

A5. Âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà
γ0
i (0, α(0)) = αi(0), i ∈ I0

+, γ`i (0, α(`)) = αi(`), i ∈ I`−.
À6. Ôóíêöèè (x, t, u, v)→ qj(x, t, u, v), j = 1, . . . , n íå çàâèñèò îò òåõ vk, äëÿ êîòîðûõ

ck 6= cj.
À7. Ôóíêöèè rj(t, 0, u, v) ≥ 0 ïðè cj = 0, à ïðè cj = ` ïóñòü rj(t, `, u, v) ≤ 0.
A8. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ íà [0, `] ôóíêöèÿ x → M(x)

òàêàÿ, ÷òî
|qj(x, t, w)| ≤M(x)|v|, j = 1, . . . , n.

Êðîìå òîãî ïðåäïîëîæèì ÷òî êâàäðàò M(x) òîæå ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé.
À9. Ôóíêöèè x→ αi(x), i = 1, . . . ,m ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé A1 è îãðàíè÷åíû ïî

ìîäóëþ ñâåðõó êîíñòàíòîé A.
À10. Ôóíêöèè (t, u) → γ0

i (t, u) (i ∈ I0
+), (t, u) → γ`i (t, u) (i ∈ I`−), t → βj(t) áóäåì

ïðåäïîëàãàòü ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè ïî t, u ñ êîíñòàíòàìè Γ1,Γ2 è B1 ñîîòâåòñòâåííî.
À11. Ïóñòü γ0

i (t, u), i ∈ I0
+ íå çàâèñèò îò òåõ uk, äëÿ êîòîðûõ k ∈ I0

+, à γ
`
i (t, u), i ∈ I`−

íå çàâèñèò îò òåõ uk, äëÿ êîòîðûõ k ∈ I`−. Ïóñòü T ∈ (0, T0].
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δ = minj min{cj, `− cj| cj 6= 0, cj 6= `}.
Åñëè cj 6= 0 è cj 6= `, òî äëÿ òàêèõ j ïîëîæèì

D0
j = {(x, t) ∈ Π(T )| 0 ≤ x ≤ cj −RT ; 0 ≤ t ≤ T},

D`
j = {(x, t) ∈ Π(T )| cj +RT ≤ x ≤ `; 0 ≤ t ≤ T},

Dc
j = Π(T ) \ (D0

j ∪D`
j) = {(x, t) ∈ Π(T )| cj −RT ≤ x ≤ cj +RT ; 0 ≤ t ≤ T}.

Åñëè æå cj = 0, òî ïîëàãàåì
D0
j = ∅, D`

j = {(x, t) ∈ Π(T )| cj +RT ≤ x ≤ `; 0 ≤ t ≤ T}, Dc
j = Π(T ) \D`

j.
Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ïðè cj = `. Îáîçíà÷èì

‖v‖ = maxj max{maxD0
j
(|vj(x, t)|exp(−H(cj −RT − x))),maxDc

j
|vj(x, t)|,

maxD`
j
(|vj(x, t)|exp(−H(x− cj −RT )))},

‖u‖ = maxΠ(T ) |u|, ‖w‖ = max{‖u‖, ‖v‖}, ‖s‖ = maxΠ(T ) |s|,
ãäå êîíñòàíòà H > 0 áóäåò âûáðàíà ïîçæå.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî
‖v‖ ≤ maxΠ(T ) |v(x, t)|, ‖w‖ ≤ maxΠ(T ) |w(x, t)| ≤ ‖w‖exp(H`).

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü U > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖u‖ ≤ U . Èç (7),
(8) è ñâîéñòâ ôóíêöèé qj, rj, ñ ïîìîùüþ ëåììû Ãðîíóîëëà, ñðàçó ïîëó÷àåì àïðèîðíûå
îöåíêè: ‖v‖ ≤ V, ‖s‖ ≤ S, ãäå V , S � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Äåéñòâèòåëüíî èç ôîðìóëû (7) è ïðåäïîëîæåíèÿ À8 ïîëó÷àåì

|vj(x, t)| ≤ |βj(t)|+ |
∫ x
sj(t,w)

qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ| ≤ B +
∫ `

0
M(ξ)|v(ξ, t)|dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî |v(x, t)| ≤ B +
∫̀
0

M(ξ)|v(ξ, t)|dξ. Ïîýòîìó |v(x, t)| ≤ B exp (
∫̀
0

M(ξ)dξ),
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îòêóäà, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ôóíêöèé sj îöåíêà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî IE íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé w : Π(T )→ Rn+m, ïðè÷åì ôóí-
êöèè (x, t) → u(x, t) áóäåì ïðåäïîëàãàòü ëèïøèöåâûìè ïî x, t, à ôóíêöèè (x, t) →
v(x, t) � ëèïøèöåâûìè ïî x. Ïóñòü IE0(T ) � øàð ‖w‖ ≤ P0 = max{U, V } â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

×åðåç IE1(T, L) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé (u, v) ∈ IE0(T ) òàêèõ, ÷òî êîíñòàíòû
Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè (x, t) → u(x, t) (ïî x, t) è äëÿ ôóíêöèè (x, t) → v(x, t) (ïî x)
îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé L > 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è

dx

dt
= λi(x, t, w(x, t)), i = 1, . . . ,m, x(�t) = �x, w ∈ IE0(T ), (15)

(ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà ïî÷òè âñþäó) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòå-
ðèñòèêîé i-îãî ñåìåéñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè w, è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕi(t;�x,�t,w).
Ðåøåíèå çàäà÷è

dsj
dt

= rj(t, s(t), w(sj(t), t)), j = 1, . . . , n, sj(0) = cj, w ∈ IE0(T ) (16)

(ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà ïî÷òè âñþäó) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
sj(t;w) è íàçûâàòü j-îé (âíóòðåííåé) ãðàíèöåé.

Â ñèëó óñëîâèé À2-À4 è ïðè óñëîâèè, ÷òî w ∈ IE0(T ), ôóíêöèè λi, rj óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, à ïîýòîìó îáîáùåííûå (àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå) ðåøåíèÿ
çàäà÷ (15), (16) ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû è ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî ãðàíèöû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà Π(T ).

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè T ≤ 1
R

min{minj;cj 6=0 cj, ` − maxj;cj 6=` cj} := 1
R
δ ðåøåíèå çàäà÷è (16)

äîñòèãàåò ãðàíèöû t = T .

Äåéñòâèòåëüíî |
∫ t

0

dsj

dτ
dτ | = |

∫ t
0
rj(τ, s(τ), w(sj(τ), τ))dτ |, òî cj − RT ≤ sj(t;w) ≤

cj + RT , à ñëåäîâàòåëüíî èç-çà ñâîéñòâ ôóíêöèé rj èìååì minj;cj 6=0 cj − RT ≤ |s| ≤
maxj;cj 6=` cj +RT ; òàêèì îáðàçîì ïðè minj;cj 6=0 cj−RT ≥ 0, maxj;cj 6=` cj +RT ≤ ` ðåøåíèå
çàäà÷è (16) äîñòèãàåò ãðàíèöû t = T . Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

×åðåç χi(�x,�t,w) îáîçíà÷èì òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå àðãóìåíòà t, äëÿ êîòîðîãî ðå-
øåíèå çàäà÷è (16) ϕi(t;�x,�t,w) îïðåäåëåíî. Ïðè ýòîì òàì, ãäå ýòî íå ìîæåò âûçâàòü
íåäîðàçóìåíèé, âåëè÷èíû ϕi(t;�x,�t,w), χi(�x,�t,w) áóäåì èíîãäà êðàòêî îáîçíà÷àòü êàê

ϕ�xi (t), χ�xi èëè ϕ
�t
i (t), χ

�t
i , èëè ϕ

w
i (t), χwi (âåðõíèé èíäåêñ ïîä÷åðêèâàåò çàâèñèìîñòü ëèáî îò

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ëèáî îò âûáîðà ôóíêöèè w).

Äëÿ i = 1, . . . ,m ââåäåì ìíîæåñòâà
Πα
i (w) = {(x, t) ∈ Π(T )| χi(x, t, w) = 0},

Π0
i (w) = {(x, t) ∈ Π(T )| χi(x, t, w) > 0, ϕi(χi(x, t, w);x, t, w) = 0},

Π`
i(w) = {(x, t) ∈ Π(T )| χi(x, t, w) > 0, ϕi(χi(x, t, w);x, t, w) = `}.

Îáîçíà÷èì

Ri[w](x, t) =


αi(ϕi(0;x, t, w)), i = 1,m, (x, t) ∈ Πα

i (w),
γ0
i (χi(x, t, w), u(0, χi(x, t, w))), i ∈ I0

+, (x, t) ∈ Π0
i (w),

γ`i (χi(x, t, w), u(`, χi(x, t, w))), i ∈ I`−, (x, t) ∈ Π`
i(w),

(17)
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Ii[w](x, t) =

t∫
χi(x,t,w)

fi(ϕi(τ ;x, t, w), τ, w(ϕi(τ ;x, t, w), τ))dτ, (18)

Ai[w](x, t) = Ri[w](x, t) + Ii[w](x, t), i = 1, . . . ,m, (19)

Bj[w](x, t) = βj(t) +

x∫
sj(t;w)

qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ, j = 1, . . . , n. (20)

Çàìå÷àíèå 4. Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàìå÷àíèå 3 âûïîëíåíî,
÷òî ãàðàíòèðóåò îïðåäåëåííîñòü ôîðìóëû (20) äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ Π(T ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w = (u, v) : Π(T ) → Rm+n óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå {

ui(x, t) = Ai[w](x, t), i = 1, . . . ,m,
vj(x, t) = Bj[w](x, t), j = 1, . . . , n,

ïðè÷åì u � ëèïøèöåâà ïî x, t, à v � ëèïøèöåâà ïî x.
Òîãäà w áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6)-(13).
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü õàðàêòåðèñòèê, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøå-

íèå ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ è îáîáùåííûì íåïðåðûâíûì.

2.Ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû ñôîðìóëè-
ðîâàííûå â ï.1 ïðåäïîëîæåíèÿ, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè L è äîñòàòî÷íî
ìàëîé âåëè÷èíå T > 0 îïåðàòîð S = (A1, . . . ,Am,B1, . . . ,Bn) èìååò íåïîäâèæíóþ òî-
÷êó, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.

Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ i ∈ I0
+ âïîëíå àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ

i ∈ I`−, òî ìû â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíó îáëàñòü,

íàïðèìåð Π
0

i (w) (íàä÷åðêèâàíèåì îáîçíà÷åíî çàìûêàíèå), ñ÷èòàÿ ÷òî â îáëàñòè Π
`

i(w)
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Çàìå÷àíèå 6. Ïîñêîëüêó |λi(x, t, w)| ≤ Λ, òî îáëàñòü Π
0

i (w) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ∆,
îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè x = 0, x = Λt, t = T .

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå:
A12. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå ε0 ∈ (0, `) è Λ0 > 0, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ λi(x, t, w)

(i ∈ I0
+) ïðè 0 ≤ x ≤ ε0 è −λi(x, t, w)(i ∈ I`−) ïðè `− ε0 ≤ x ≤ ` íå ìåíüøå âåëè÷èíû Λ0

ïðè (t, w) ∈ D1(T0, P0).

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè óñëîâèå () âûïîëíåíî (äëÿ ôóíêöèé λi) ñ Λ1 = const, òî äëÿ w ∈
IE0(T ), (x, t) ∈ Π

0

i (w) ∪ Π
`

i(w) è äîñòàòî÷íî ìàëîì T > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

λi(x, t, w) ≥ Λ0 (i ∈ I0
+), λi(x, t, w) ≤ −Λ0 (i ∈ I`−),

ãäå Λ0 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå À12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |λi| ≤ Λ, òî ïðè 0 < 2ΛT < ` áóäåò Π
0

i (w)∩Π
`

i(w) = ∅. Èç ñî-
õðàíåíèÿ çíàêà è íåïðåðûâíîñòè λi(x, t, w) (i ∈ I0

+) ñëåäóåò, ÷òî λi(0, t, w) ≥ 2Λ0 > 0 äëÿ
íåêîòîðîãî Λ0. Èç ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè λi(x, t, w) (i ∈ I0

+) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ≤ Λ0/Λ1

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ íåðàâåíñòâ. Îäíàêî åñëè T < Λ0/(Λ1Λ)

òî x ≤ Λ0/Λ1 è ∆ ⊆ 2 òàê ÷òî Π
0

i (w) ⊆ 2, ãäå 2 � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿìè

x = 0, t = 0, x = Λ0/Λ1. Ïîýòîìó ïðè òàêîé âåëè÷èíå T äëÿ (x, t) ∈ Π
0

i (w) âûïîëíåíî
ïåðâîå èç äîêàçûâàåìûõ íåðàâåíñòâ. Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Çàìå÷àíèå 8. Äàëåå ÷åðåç Mh (h = 1, . . . ) îáîçíà÷àþòñÿ êîíñòàíòû, íå âîçðàñòàþùèå ñ
ðîñòîì L. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìû âñåãäà áóäåì âûáèðàòü âåëè÷èíó T >
0 äîñòàòî÷íî ìàëîé, òî èíòåãðàëû âèäà

∫ T
0
LF2(τ)dτ ìîæíî ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííûìè.

Ïîýòîìó â âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò Mh ìîãóò âõîäèòü è ýòè èíòåãðàëû.

Îáîçíà÷èì ν0 = exp (H`)
∫ T

0
Λ2(τ)dτ.

Ëåììà 1. Åñëè w1, w2 ∈ IE1(T, L), òî äëÿ i = 1, . . . ,m, (x1, t1), (x2, t2) ∈ Π(T ),
t ≤ min{t1, t2} è t ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ϕi(τ ;x1, t1, w1) è ϕi(τ ;x2, t2, w2)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕi(t;x1, t1, w1)− ϕi(t;x2, t2, w2)| ≤M1(|x1 − x2|+ Λ|t1 − t2|+ ν0‖w1 − w2‖).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî t1 ≥ t2 ≥ t, èç (15) ïîëó÷àåì

|ϕi(t;x1, t1, w1)−ϕi(t;x2, t2, w2)| ≤ |x1−x2|+Λ|t1−t2| +
t2∫
t

(Λ1(τ)+LΛ2(τ))|ϕi(τ ;x1, t1, w1)−

− ϕi(τ ;x2, t2, w2)|dτ+ maxΠ(T ) |w1(x, t) − w2(x, t)|
t2∫
t

Λ2(τ)dτ. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ëåììû

Ãðîíóîëëà èìååì |ϕi(t;x1, t1, w1)−ϕi(t;x2, t2, w2)| ≤ (|x1−x2|+Λ|t1− t2| +exp(H`)‖w1−

−w2‖
T∫
0

Λ2(τ)dτ)exp(
T∫
0

(Λ1(τ) +LΛ2(τ))dτ), ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó c M1 = exp(
T∫
0

(Λ1(τ) +

Λ2(τ)L)dτ).

Ëåììà 2. Åñëè w1, w2 ∈ IE1(T, L), òî äëÿ i ∈ I0
+, max{x1, x2} ≤ ε0, è äëÿ ëþáîãî x3

òàêîãî, ÷òî 0 ≤ x3 ≤ min{x1, x2} ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|τ 1 − τ 2| ≤ (|x1 − x2|+ ν0‖w1 − w2‖)M2,

ãäå t0 ≥ τ 1 ≥ τ 2 ñâÿçàíû óñëîâèåì x3 = ϕi(τ
1;x1, t0, w1) = ϕi(τ

2;x2, t0, w2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ À12 èìååì

;ϕi(τ
1;x2, t0, w2)− x3 =

τ1∫
τ2

λi(ϕ
w2

i (τ), τ, w2(ϕw
2

i (τ), τ))dτ ≥ Λ0|τ 1 − τ 2|.;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 1 ïîëó÷àåì |ϕi(τ 1;x2, t0, w2)− x3| = |ϕi(τ 1;x2, t0, w2)−
ϕi(τ

1;x1, t0, w1)| ≤ M1(|x1 − x2| + ν0‖w1 − w2‖). Ïîýòîìó Λ0|τ 1 − τ 2| ≤ M1(|x1 − x2| +
ν0‖w1 − w2‖), îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà c M2 = M1/Λ0.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âåëè÷èíà T òàêîâà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ΛT ≤ ε0. (21)

Òîãäà äëÿ (x1, t) ∈ Π
0

i (w
1), (x2, t) ∈ Π

0

i (w
2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|χi(x1, t, w1)− χi(x2, t, w2)| ≤M2(|x1 − x2|+ ν0‖w1 − w2‖).
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü (x1, t) ∈ Π

0

i (w
1), (x2, t) ∈ Π

α

i (w2) è ïóñòü x3 = ϕi(t
3;x1, t0, w1) =

ϕi(0;x2, t0, w2). Çàìåòèì, ÷òî χi(x
1, t0, w1) ≤ t3. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ τ 1 = t3, τ 2 = 0, â ñèëó

ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

|χi(x1, t0, w1)| ≤ t3 − 0 ≤M2(|x1 − x2|+ ν0‖w1 − w2‖).

Ëåììà 3. Äëÿ w1, w2 ∈ IE1(T, L) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
1≤j≤n

|sj(t;w1)− sj(t;w2)| ≤M3‖w1 − w2‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî |sj(t;w1)− sj(t;w2)| ≤
t∫

0

(R1(τ) maxk |sk(τ ;w1)−

−sk(τ ;w2)|+ R2(τ)|w1(sj(τ ;w1), τ)−w2(sj(τ ;w2), τ)|)dτ ≤
t∫

0

(maxk |sk(τ ;w1)−sk(τ ;w2)|×

× (R1(τ) + LR2(τ)) + R2(τ)‖w1 − w2‖eH`)dτ. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ëåììû Ãðîíóîëëà
ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó ñ ïîñòîÿííîé

M3 =

T∫
0

R2(τ)dτ · exp(

T∫
0

(R1(τ) + LR2(τ))dτ + H`).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè (x, t)→ S[w](x, t).

Ëåììà 4. Ïóñòü w ∈ IE1(T, L). Òîãäà ôóíêöèÿ S[w](x, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â Π(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Ai[w](x, t) (i = 1, . . . ,m) â êàæäîì èç ìíî-
æåñòâ Πα

i (w), Π0
i (w), Π`

i(w) ñðàçó ñëåäóåò èç (17)-(19). Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü íå-
ïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Ai[w](x, t) íà ëèíèÿõ x = ϕi(t; 0, 0, w) è x = ϕi(t; `, 0, w). Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ëèíèþ x = ϕi(t; 0, 0, w). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òî÷åê (x, t),
ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ëèíèè, χi(x, t, w) = 0, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (18), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ýòèõ òî÷åê âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [Ii[w](x, t)]ëåâ − [Ii[w](x, t)]ïð = 0.
Äàëåå èñïîëüçóÿ (17) è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ À5 ïîëó÷àåì

[Ri[w](x, t)]ëåâ − [Ri[w](x, t)]ïð = γ0
i (0, u(0, 0))− αi(ϕi(0;x, t, w)) =

= γ0
i (0, u(0, 0))− αi(0) = 0,

ò.ê. ϕi(0;x, t, w) = 0 äëÿ òî÷åê (x, t), ëåæàùèõ íà äàííîé ëèíèè. Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì [Ai[w](x, t)]ëåâ − [Ai[w](x, t)]ïð = 0.
Ñëó÷àé òî÷åê, ëåæàùèõ íà ëèíèè x = ϕi(t; `, 0, w), ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Bj[w](x, t) (j = 1, . . . , n) âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T )
ñðàçó ñëåäóåò èç (20).

Ëåììà 5. Åñëè (x1, t1), (x2, t2) ∈ Π
α

i (w), w ∈ IE1(T, L), òî

|Ai[w](x1, t1)− Ai[w](x2, t2)| ≤M5(|x1 − x2|+ |t1 − t2|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ëåììó 1 ïðè t1 = t2 = t

|Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t)| ≤ A1M1|x1 − x2|+
t∫

0

(F1(τ) + LF2(τ))|ϕx1

i (τ)− ϕx2

i (τ)|dτ ≤

≤ (A1M1 +M1

T∫
0

(F1(τ) + LF2(τ))dτ)|x1 − x2| ≤M4|x1 − x2|,

ãäå M4 = A1M1 +M1

T∫
0

(F1(τ) + LF2(τ))dτ.

Äàëåå, ïóñòü x = x1 = x2, t1 ≥ t2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà (x3, t2) ∈ Π
α

i (w) òàêàÿ,
÷òî x3 = ϕi(t

2;x, t1, w) (ðèñ.1).
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Ðèñ.1. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t1), (x, t2) ∈ Πα
i (w)

(x3, t2) (x, t2)

(x, t1)

x = Λt
@@R

Ïîýòîìó |Ai[w](x, t1) − Ai[w](x, t2)| ≤ |Ai[w](x, t1) − Ai[w](x3, t2)| + |Ai[w](x3, t2)−
−Ai[w](x, t2)| ≤ M4|x − x3| + |

∫ t1
t2
Fdτ |, íî, ïîñêîëüêó |x − x3| = |x − ϕi(t

2;x, t1, w)| ≤
|
∫ t1
t2
λi(ϕ

t1

i (τ), τ, w(ϕt
1

i (τ), τ))dτ | ≤ Λ|t1 − t2|, îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó ñ ïî-
ñòîÿííîé M5 = M4 max{1,Λ}+ F.

Ëåììà 6. Åñëè (x1, t), (x2, t) ∈ Π
0

i (w), w ∈ IE1(T, L), òî
|Ri[w](x1, t)−Ri[w](x2, t)| ≤ Γ1M2|x1 − x2|+ Γ2 maxk/∈I0+ |uk(0, χ

x1

i )− uk(0, χx
2

i )|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χi(x
2, t, w) ≤ χi(x

1, t, w). Òîãäà ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1 èç
ëåììû 2 ïîëó÷àåì |Ri[w](x1, t) −Ri[w](x2, t)| = |γ0

i (χ
x1

i , u(0, χx
1

i )) − γ0
i (χ

x2

i , u(0, χx
2

i ))| ≤
Γ1|χx

1

i − χx
2

i |+ Γ2 maxk/∈I0+ |uk(0, χ
x1

i )− uk(0, χx
2

i )|, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 6 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Ri[w](x1, t)−Ri[w](x2, t)| ≤ (Γ1 + LΓ2)M2|x1 − x2|.
Ñëåäñòâèå 2.Åñëè (x1, t1), (x2, t2) ∈ Π

0

i (w), òî èç (18) âûòåêàåò, ÷òî ïðè t = t1 = t2

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Ii[w](x1, t)− Ii[w](x2, t)| ≤
t∫

χx1
i

|fi(ϕx
1

i (τ), τ, w(ϕx
1
(τ), τ))−

−fi(ϕx
2

i (τ), τ, w(ϕx
2
(τ), τ))|dτ + F |χx1

i − χx
2

i | ≤M6|x1 − x2|,

ãäå M6 = M1

T∫
0

(F1(τ) + LF2(τ))dτ + FM2.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 1 èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì |Ai[w](x1, t) − Ai[w](x2, t)| ≤
(1 + L)M7|x1 − x2|, ãäå M7 = max{Γ1,Γ2}M2 +M6.

Äàëåå, ïîëàãàÿ x = x1 = x2, t1 ≥ t2 è ââîäÿ ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó (x3, t1) ∈ Π
0

i (w),
òàêóþ, ÷òî x3 = ϕi(t

1;x, t2, w) (ðèñ.2.)
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Ðèñ.2. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t1), (x, t2) ∈ Π0
i (w)

(x, t2)

(x, t1) (x3, t1)

x = Λt
@@I
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(ñóùåñòâîâàíèå ýòîé òî÷êè ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ôóíêöèè λi è ïðåä-
ïîëîæåíèÿ À12) ïîëó÷èì

|Ai[w](x, t1)− Ai[w](x, t2)| ≤ |Ai[w](x, t2)− Ai[w](x3, t1)|+ |Ai[w](x3, t1)−
−Ai[w](x, t1)| ≤ F |t1 − t2|+M7(1 + L)|x3 − x| ≤

≤ F |t1 − t2|+M7(1 + L)Λ|t1 − t2| ≤M8(1 + L)|t1 − t2|, ãäå M8 = F + max{1,Λ}M7.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè (x1, t1), (x2, t2) ∈ Π
0

i (w) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|Ai[w](x1, t1)− Ai[w](x2, t2)| ≤M8(1 + L)(|x1 − x2|+ |t1 − t2|).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè (x1, t1) ∈ Π
0

i (w), (x2, t2) ∈ Π
α

i (w), òî ïðè t = t1 = t2 ââîäÿ
ïðîìåæóòî÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó ϕi(t; 0, 0, w) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó
x3 = ϕi(t; 0, 0, w) (ðèñ.3)
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Ðèñ.3. Ñëó÷àé, êîãäà (x1, t) ∈ Π0
i (w), (x2, t) ∈ Πα

i (w)

x1 x3 x2

t
x = Λt -

ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 2 èç ëåììû 2, à òàêæå ëåììàìè 5 è 6, ïîëó÷àåì
|Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t)| ≤ |Ai[w](x1, t)− Ai[w](x3, t)|+
|Ai[w](x3, t)− Ai[w](x2, t)| ≤ ((1 + L)M7 +M5)|x1 − x2|.

Àíàëîãè÷íî ïðè x = x1 = x2 ââîäÿ ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó t3, òàêóþ ÷òî x = ϕi(t
3; 0, 0, w)

(ðèñ.4)
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Ðèñ.4. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t1) ∈ Π0
i (w), (x, t2) ∈ Πα

i (w)

x

t3

t2

t1

x = Λt
@@I

ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèìè ñëåäñòâèÿìè èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì
|Ai[w](x, t1)− Ai[w](x, t2)| ≤ (M8(1 + L) +M5)|t1 − t2|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè (x1, t1) ∈ Π
0

i (w), (x2, t2) ∈ Π
α

i (w) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|Ai[w](x1, t1)− Ai[w](x2, t2)| ≤ (M8 +M5)(1 + L)(|x1 − x2|+ |t1 − t2|).
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè (x1, t1) ∈ Π
0

i (w), (x2, t2) ∈ Π
`

i(w), òî ïðè t = t1 = t2 ââîäÿ ïðî-
ìåæóòî÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó ϕi(t; `, 0, w) è, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êó x3 = ϕi(t; `, 0, w),
ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèìè ñëåäñòâèÿìè èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì

|Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t)| ≤ |Ai[w](x1, t)− Ai[w](x3, t)|+
+|Ai[w](x3, t)− Ai[w](x2, t)| ≤ ((1 + L)M7 +M5)|x1 − x3|+

+(1 + L)M7|x3 − x2| ≤ ((1 + L)M7 +M5)|x1 − x2|.
Äàëåå, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè t1 > t2, òîãäà äëÿ (x1, t1) ∈ Π

0

i (w), (x2, t2) ∈ Π
`

i(w)

ââîäÿ ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó (x2, t1) ∈ Π
`

i(w) ïîëó÷àåì
|Ai[w](x1, t1)− Ai[w](x2, t2)| ≤ |Ai[w](x1, t1)− Ai[w](x2, t1)|+
+|Ai[w](x2, t1)− Ai[w](x2, t2)| ≤ ((1 + L)M7 +M5)|x1 − x2|+

+(M8(1 + L) +M5)|t1 − t2| ≤ (M8(1 + L) +M5)(|x1 − x2|+ |t1 − t2|).
Èòàê, âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ôóíêöèÿ (x, t)→ A[w](x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî îáîèì àðãóìåíòàì ñ êîíñòàíòîé M9(1 + L), ãäå M9 = M8 +M5.

Ëåììà 7. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ôóíêöèÿ (x, t)→ B[w](x, t) ëèïøèöåâà ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèïøèöåâîñòü ïî x ñ êîíñòàíòîé Q äëÿ ôóíêöèè (x, t) → B[w](x, t)
ñðàçó ñëåäóåò èç (20).

Ëåììà 8. Ïóñòü IE2(T, L, P ) = {w ∈ IE1(T, L) | max{‖v‖, ‖u − α(x)‖} ≤ P}, ãäå
max{A,B,Γ} < P ≤ P0 − A - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ôóíêöèè (x, t) → w(x, t)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (9)-(13). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè H è äîñòà-
òî÷íî ìàëîé âåëè÷èíå T > 0 èìååì

S : IE2(T, L, P )→ IE2(T,M10(1 + L), P ), M10 = max{M9, Q}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè w ∈ IE2(T, L, P ) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ‖u(x, t)‖ ≤ P + A ≤ P0. Äàëåå, ïóñòü (x, t) ∈ Π

α

i (w), òîãäà

|Ai[w](x, t)− αi(x)| ≤ A1|ϕi(0;x, t, w)− x|+
t∫

0

Fdτ ≤ A1ΛT + FT = (A1Λ + F )T.

Åñëè æå (x, t) ∈ Π
0

i (w) (äëÿ (x, t) ∈ Π
`

i(w) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî), òî
|Ri[w](x, t)− αi(x)| = |γ0

i (χi(x, t, w), u(0, χi(x, t, w))− αi(x)| ≤
≤ |γ0

i (χi(x, t, w), u(0, χi(x, t, w)))− γ0
i (0, u(0, 0))|+ |γ0

i (0, u(0, 0))− αi(x)| ≤
≤ (Γ1 + Γ2L)χi(x, t, w) + |αi(0)− αi(x)| ≤ (Γ1 + Γ2L)T + A1x ≤ (Γ1 + Γ2L+ A1Λ)T.

Îòñþäà ïîëó÷àåì |Ai[w](x, t) − αi(x)| ≤ (Γ1 + Γ2L + A1Λ + F )T. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
(x, t) ∈ Π(T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖A[w]− αi(x)‖ ≤ (A1Λ + Γ1 + Γ2L+ F )T .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð B. Ïóñòü (x, t) ∈ Dc
j , òîãäà

|Bj[w](x, t)| ≤ B + |
sj(x;w)∫
x

qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ| ≤ B +
cj+RT∫
cj−RT

Qdξ ≤ B + 2QRT.

Ïóñòü, òåïåðü (x, t) ∈ D`
j (ñëó÷àé (x, t) ∈ D0

j ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), òîãäà, ïîëü-
çóÿñü óñëîâèåì À8, ïîëó÷àåì

|Bj[w](x, t)| ≤ B + |
x∫

sj(x;w)

qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ| ≤ B +
cj+RT∫
sj(x;w)

|qj(ξ, t, w(ξ, t))|dξ+

+
x∫

cj+RT

|qj(ξ, t, w(ξ, t))|dξ ≤ B + 2QRT +
x∫

cj+RT

M(ξ) maxk;ck=cj |vk(ξ, t)|dξ ≤ B+

+2QRT +
x∫

cj+RT

M(ξ)[maxk;ck=cj |vk(ξ, t)|e−H(ξ−cj−RT )]eH(ξ−cj−RT )dξ ≤
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≤ B + 2QRT + ‖v‖
x∫

cj+RT

M(ξ)eH(ξ−cj−RT )dξ ≤ B + 2QRT + ‖v‖×

×(
∫̀
0

(M(ξ))2dξ)1/2(
x∫

cj−RT
e2H(ξ−cj−RT )dξ)1/2 =

= B + 2QRT + ν1‖v‖
√

1
2
H−1(e2H(x−cj−RT ) − 1), ãäå ν1 = (

∫̀
0

(M(ξ))2dξ)1/2.

Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà e−H(x−cj−RT ) è ïåðåõîäÿ ê ìàêñèìóìó ïî D`
j,

ïîëó÷èì
maxD`

j
{|Bj[w](x, t)|e−H(x−cj−RT )} ≤ B + 2QRT+

+‖v‖ν1(2H)−1/2(1− e−2H`)1/2 ≤ B + 2QRT + ν1P0(2H)−1/2.
Òàêèì îáðàçîì äëÿ (x, t) ∈ Π(T ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖B[w](x, t)‖ ≤ B + 2QRT +
ν1P0(2H)−1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

(A1Λ + Γ1 + Γ2L+ F )T < P, B + 2QRT + ν1P0(2H)−1/2 < P
øàð IE2(T, L, P ) îòîáðàæàåòñÿ â øàð IE2(T,M10(1 +L), P ), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ êâàäðàòà îïåðàòîðà S, òî åñòü ñâîéñòâà ôóí-
êöèè (x, t)→ S[Sw](x, t). Òàê êàê àðãóìåíòîì îïåðàòîðà S òåïåðü ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî
ôóíêöèè w ∈ IE2(T, L, P ), à ôóíêöèè âèäà S[w] ∈ IE2(T,M10(1 + L), P ), òî ìîæíî óòî-
÷íèòü êîíñòàíòó Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè A[Sw](x, t).

Ëåììà 9. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî L > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëîãî T > 0 îïåðàòîð S2

îòîáðàæàåò øàð IE2(T, L, P ) â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷åê (x1, t1), (x2, t2) ∈
Π
α

i (Sw) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Ai[Sw](x1, t1)−Ai[Sw](x2, t2)| ≤M5(|x1 − x2|+ |t1 −
t2|).
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü, à òàêæå â ïîñëåäóþùèõ îöåíêàõ, â êîíñòàíòå M5 è äðóãèõ ñî-
äåðæàòñÿ èíòåãðàëû âèäà

∫ T
0
F2(τ)Ldτ , ãäå â êà÷åñòâå L áåðåòñÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà

M10(1 + L), êîòîðàÿ âîîáùå ãîâîðÿ áîëüøå ÷åì L è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíó T íàäî
âûáèðàòü ìåíüøå, ÷åì ðàíåå, ÷òîáû ýòè èíòåãðàëû íå âîçðàñòàëè ñ ðîñòîì L.

Åñëè æå (x1, t), (x2, t) ∈ Π
0

i (Sw), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî i ∈ I0
+. Íî òîãäà (0, t) ∈ Π

α

k (w)
äëÿ k /∈ I0

+. Ïîýòîìó èç ëåììû 5 è ëåììû 6 ïîëó÷àåì |Ri[Sw](x1, t) −Ri[Sw](x2, t)| ≤
Γ1M2|x1 − x2| + Γ2 maxk/∈I0+ |Ak[w](0, χx

1

i ) − Ak[w](0, χx
2

i )| ≤ (Γ1M2 + Γ2M5M2)|x1 − x2|.
Ïîýòîìó, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 èç ëåììû 6 èìååì |Ai[Sw](x1, t)−Ai[Sw](x2, t)| ≤M11|x1−
x2|, ãäå M11 = M6 + Γ1M2 + Γ2M5M2.

Èòàê, âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ôóíêöèÿ (x, t) → S[Sw](x, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ êîíñòàíòîé M12 = max{M11,M5, Q}, ïðè÷åì ôóíêöèÿ (x, t)→
A[Sw](x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è ïî t ñ êîíñòàíòîéM13 = M12 max{1,Λ}+
F. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîãî æå ïðèåìà, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí â ñëåäñòâèÿõ
èç ëåììû 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè P,L ôèêñèðîâàíû, òî âñå èíòåãðàëû âèäà
∫ T

0
F2(τ)Ldτ → 0

(T → 0), çíà÷èò êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè A[Sw](x, t) ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå
M13 → max{1,Λ}max{A1 max{1,Λ}+ F ; Λ−1

0 (Γ1 + Γ2(A1 max{1,Λ}+ F ) + F );Q}+ F , à
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èçíà÷àëüíî âçÿòü â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà L âåëè÷èíó áîëü-
øóþ ýòîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì T ∈ (0, T0] âûïîëíÿ-
åòñÿ S2 : IE2(T, L, P )→ IE2(T, L, P ), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñæèìàþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà S. Ïðè ýòîì ÷åðåç κk ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü íåêîòîðûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ ýòîãî îïåðà-
òîðà.

Ëåììà 10. Åñëè (x, t) ∈ Π
α

i (w1) ∩ Π
α

i (w2), w1, w2 ∈ IE2(T, L, P ), òî

‖A[w1](x, t)− A[w2](x, t)‖ ≤ κ1‖w1 − w2‖. (22)

Åñëè æå (x, t) ∈ Π
0

i (w
1) ∩ Π

0

i (w
2), w1, w2 ∈ IE2(T, L, P ), w1 = (u1, v1), w2 = (u2, v2), òî

|Ri[w
1](x, t)−Ri[w

2](x, t)| ≤ Γ1M2ν0‖w1 − w2‖+ Γ2 max
k/∈I0+
|u1
k(0, χ

w1

i )− u2
k(0, χ

w2

i )|. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì |Ai[w
1](x, t)− Ai[w

2](x, t)| ≤

≤ (A1M1ν0 +
T∫
0

M1ν0(F1(τ) + LF2(τ))dτ+ + exp(H`)
T∫
0

F2(τ)dτ)‖w1 − w2‖ ≤ κ1‖w1 − w2‖,

ãäå κ1 = A1M1ν0 +
T∫
0

M1ν0(F1(τ) +LF2(τ))dτ + exp(H`)
T∫
0

F2(τ)dτ , îòêóäà è ñëåäóåò (22).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1 èç ëåììû 2, ïîëó÷àåì îöåíêó (23).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (x, t) ∈ Π
0

i (w
1) ∩ Π

0

i (w
2). Òîãäà èç (23) ñëåäóåò, ÷òî

|Ri[w
1](x, t)−Ri[w

2](x, t)| ≤ ((Γ1M2 + Γ2LM2)ν0 + Γ2)‖w1 − w2‖.
Äàëåå |Ii[w1](x, t) − Ii[w

2](x, t)| ≤
∫ t
χw2

i
((F1(τ) + LF2(τ))|ϕw1

i (τ) − ϕw
2

i (τ)| +F2(τ) ×

× exp(H`)‖w1−w2‖)dτ +
∫ χw2

i

χw1
i

Fdτ ≤(
∫ T

0
M1ν0(F1(τ) +LF2(τ))dτ + exp(H`)

∫ T
0
F2(τ)dτ +

+ FM2ν0)‖w1 −w2‖. Çíà÷èò |Ai[w
1](x, t)−Ai[w

2](x, t)| ≤ (κ2 + Γ2LM2ν0 + Γ2)‖w1 −w2‖,

ãäå κ2 = Γ1M2ν0 +
T∫
0

M1ν0(F1(τ) + LF2(τ))dτ + exp(H`)
T∫
0

F2(τ)dτ + FM2ν0.

Ëåììà 11. Ïóñòü (x, t) ∈ Π
α

i (w1) ∩ Π
0

i (w
2), w1, w2 ∈ IE2(T, L, P ). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà |Ai[w
1](x, t)− Ai[w

2](x, t)| ≤ (κ5 + Γ2LM2ν0)‖w1 − w2‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî
|Ri[w

1](x, t)−Ri[w
2](x, t)| ≤ |Ri[w

1](x, t)− αi(0)|+ |Ri[w
2](x, t)− γ0

i (0, u
2(0, 0))| ≤

≤ |αi(ϕw
1

i (0))− αi(0)|+ |γ0
i (χ

w2

i , u2(0, χw
2

i ))− γ0
i (0, u

2(0, 0))| ≤
≤ A1|ϕi(0;x, t, w1)|+ (Γ1 + LΓ2)|χi(x, t, w2)|.

Äàëåå, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ À12 è ôîðìóëû (21) èìååì
ϕw

1

i (0) ≤ ϕw
1

i (χw
2

i ) (ðèñ.5),

-

6

0 x

t

T

`

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

@
@

@
@
@

@
@
@

@
@@

ε0 `− ε0

Ðèñ.5. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t) ∈ Πα
i (w1) ∩ Π0

i (w
2)

ϕw
1

i (0)

ϕw
1

i (χw
2

i )
�	

χw
2

i

(x, t)

x = Λt
@@I
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ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì
|Ri[w

1](x, t)−Ri[w
2](x, t)| ≤ A1|ϕw

1

i (χw
2

i )− 0|+ (Γ1 + LΓ2)|χi(x, t, w2)| ≤
≤ A1|ϕw

1

i (χw
2

i )− ϕw2

i (χw
2

i )|+ (Γ1 + LΓ2)|χw2

i |.
Íî â ñèëó ëåììû 1 è ñëåäñòâèÿ 2 èç ëåììû 2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

χi(x, t, w
2) ≤ |t3 − 0| ≤M2ν0‖w1 − w2| è |ϕw1

i (χw
2

i )− ϕw2

i (χw
2

i )| ≤M1ν0‖w1 − w2‖.
Òàêèì îáðàçîì

|Ri[w
1](x, t)−Ri[w

2](x, t)| ≤ (A1M1ν0 + (Γ1 + LΓ2)M2ν0)‖w1 − w2‖ ≤
≤ (κ3 + Γ2LM2ν0)‖w1 − w2‖, ãäå κ3 = (A1M1 + Γ1M2)ν0.

Äàëåå, |Ii[w1](x, t) − Ii[w
2](x, t)| ≤

∫ t
χw2

i
(F1(τ) + LF2(τ))|ϕw1

i (τ) − ϕw
2

i (τ)|dτ+

+
∫ t
χw2

i
F2(τ)|w1 − w2|dτ +

∫ χw2

i

0
Fdτ ≤ (

∫ T
0

(F1(τ) + LF2(τ))M1ν0dτ+

+ exp(H`)
∫ T

0
F2(τ)dτ + FM2ν0)‖w1 − w2‖ ≤ κ4‖w1 − w2‖,

ãäå κ4 =
∫ T

0
(F1(τ) + LF2(τ))M1ν0dτ + exp(H`)

∫ T
0
F2(τ)dτ + FM2ν0.

Èòàê, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå
|Ai[w

1](x, t)− Ai[w
2](x, t)| ≤ (κ3 + κ4 + Γ2LM2ν0)‖w1 − w2‖, κ5 = κ3 + κ4.

Ñëåäñòâèå 1. Âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Ai[w
1](x, t)− Ai[w

2](x, t)| ≤ κ6‖w1 − w2‖, κ6 = κ3 + κ4 + Γ2LM2ν0 + Γ2.

Ëåììà 12. Äëÿ w1, w2 ∈ IE2(T, L, P ), w1 = (u1, v1), w2 = (u2, v2) â ïðÿìîóãîëüíèêå
Π(T ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖B[w1](x, t)−B[w2](x, t)‖ ≤ (QM3 + ν2 + ν3(2H)−1/2)‖w1 − w2‖,
ãäå âèä ν2, ν3 áóäåò óêàçàí ïîçäíåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, sj(t;w
1) ≤ sj(t;w

2).
1. Ïóñòü (x, t) ∈ Dc

j (ðèñ.6):

-

6

0 x

t

T

`cj −RT cj +RTcj

Ðèñ.6. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t) ∈ Dc
j

t

sj(t;w
1) sj(t;w

2)

(x, t)

a) Ïóñòü sj(t;w
1) ≤ sj(t;w

2) ≤ x, òîãäà â ñèëó ëåììû 3 èìååì
|Bj[w

1](x, t)−Bj[w
2](x, t)| ≤ Q|sj(t;w1)− sj(t;w2)|+

+
x∫

sj(t;w2)

Q2(ξ) max{|u1(ξ, t)− u2(ξ, t)|; maxk;ck=cj |v1
k(ξ, t)− v2

k(ξ, t)|}dξ ≤
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≤ QM3‖w1 − w2‖+
cj+RT∫
cj−RT

Q2(x) max{|u1(ξ, t)− u2(ξ, t)|;

maxk,ck=cj |v1
k(ξ, t)− v2

k(ξ, t)|}dξ ≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖, ãäå ν2 =
cj+RT∫
cj−RT

Q2(ξ)dξ.

b) Ïóñòü sj(t;w
1) ≤ x ≤ sj(t;w

2), òîãäà â ñèëó ëåììû 3 èìååì
|Bj[w

1](x, t)−Bj[w
2](x, t)| ≤

|
x∫

sj(t;w1)

qj(ξ, t, w
1(ξ, t))dξ −

sj(t;w2)∫
x

qj(ξ, t, w
2(ξ, t))dξ| ≤

≤ Q|x− sj(t;w1)|+Q|sj(t;w2)− x| = Q|sj(t;w1)− sj(t;w2)| ≤
≤ QM3‖w1 − w2‖.

c) Ïóñòü x ≤ sj(t;w
1) ≤ sj(t;w

2), òîãäà àíàëîãè÷íî ïóíêòó a) ïîëó÷èì
|Bj[w

1](x, t)−Bj[w
2](x, t)| ≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖.

Èòàê, ïðè (x, t) ∈ Dc
j ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|Bj[w

1](x, t)−Bj[w
2](x, t)| ≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖.

2. Ïóñòü (x, t) ∈ D`
j (ðèñ. 7).

-

6

0 x

t

T

`cj −RT cj +RTcj

Ðèñ.7. Ñëó÷àé, êîãäà (x, t) ∈ D`
j

t

sj(t;w
1) sj(t;w

2)

(x, t)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïóíêò 1 è ëåììó 3, èìååì:
|Bj[w

1](x, t)−Bj[w
2](x, t)| ≤ QM3‖w1 − w2‖+

+
∫ x
sj(t;w2)

|qj(ξ, t, w1(ξ, t))− qj(ξ, t, w2(ξ, t))|dξ ≤ QM3‖w1 − w2‖+
+
∫ cj+RT

cj−RT Q2(ξ)|w1 − w2|dξ +
∫ x
cj+RT

Q2(ξ) max{|u1(ξ, t)− u2(ξ, t)|;
maxk;ck=cj |v1

k(ξ, t)− v2
k(ξ, t)|}dξ ≤

≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖+
∫ x
cj+RT

Q2(ξ) max{|u1(ξ, t)− u2(ξ, t)|;
maxk;ck=cj{|v1

k(ξ, t)− v2
k(ξ, t)|e−H(ξ−cj−RT )}}eH(ξ−cj−RT )dξ ≤

≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖+
+‖w1 − w2‖

∫ x
cj+RT

Q2(ξ)eH(ξ−cj−RT )dξ ≤ (QM3 + ν2)‖w1 − w2‖+

+‖w1 − w2‖(
∫̀
0

(Q2(ξ))2dξ)1/2(
∫ x
cj+RT

e2H(ξ−cj−RT )dξ)1/2 =

= (QM3 + ν2 + ν3

√
1
2
H−1(e2H(x−cj−RT ) − 1))‖w1 − w2‖,

ãäå ν3 = (
∫ `

0
(Q2(ξ))2dξ)1/2.
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Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà exp(−H(x − cj − RT )) è ïåðåõîäÿ ê ìàêñè-
ìóìó ïî D`

j, ïîëó÷àåì: maxD`
j
{|Bj[w

1](x, t) − Bj[w
2](x, t)|e−H(x−cj−RT )} ≤ (QM3+ ν2 +

ν3(2H)−1/2(1− e−2H`))1/2‖w1 − w2‖ ≤ (QM3 + ν2 + ν3(2H)−1/2)‖w1 − w2‖.
ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ïóíêòó 2 îöåíêà ñïðàâåäëèâà è â îáëàñòèD0

j . Ëåãêî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ cj = 0 è cj = ` ïîëó÷åííûå îöåíêè òàêæå ñïðàâåäëèâû â ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáëàñòÿõ. Ïîýòîìó âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

‖B[w1](x, t)−B[w2](x, t)‖ ≤ (QM3 + ν2 + ν3(2H)−1/2)‖w1 − w2‖,
÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 12.

Ïîñêîëüêó M3 → 0 ïðè T → 0, òî èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
T > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî H > 0 îïåðàòîð B ñæèìàþùèé â IE2(T, L, P ).

Ñëåäñòâèå 2. Âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π(T ) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖S[w1]−S[w2]‖ ≤ κ7‖w1 − w2‖, ãäå κ7 = κ6 + (QM3 + ν2 + ν3(2H)−1/2).

Òåîðåìà. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî T > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîíñòàíò L > 0, H > 0
îïåðàòîð S2, îòîáðàæàþùèé øàð IE2(T, L, P ) â ñåáÿ, ñæèìàþùèé è èìååò, òåì ñàìûì,
åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì íåïðåðûâíûì ðåøå-
íèåì çàäà÷è (6)�(14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, â îáëàñòè (Π
α

i (Sw1)∩Π
α

i (Sw2))∪(Π
α

i (Sw1)∩Π
0

i (Sw
2))∪

(Π
0

i (Sw
1)∩Π

α

i (Sw2)) îöåíêà (22) ëåììû 10 ñ ó÷åòîì ëåììû 11 è ñëåäñòâèÿ 2 èìååò âèä

‖A[Sw1]− A[Sw2]‖ ≤

≤ (κ1 + κ5 + Γ2LM2ν0)‖Sw1 −Sw2‖ ≤ (κ1 + κ5 + Γ2LM2ν0)κ7‖w1 − w2‖.

Åñëè æå (x, t) ∈ Π
0

i (Sw
1) ∩ Π

0

i (Sw
2), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî i ∈ I0

+. Òîãäà òî÷êè âèäà

(0, t) ∈ Π
α

k (w1) ∩ Π
α

k (w2) (k /∈ I0
+). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 10

|Ri[Sw
1](x, t)−Ri[Sw

2](x, t)| ≤

≤ Γ1M2ν0‖Sw1 −Sw2‖+ Γ2 max
k/∈I0+
|Ak[w

1](0, χSw1

i )− Ak[w
2](0, χSw2

i )| ≤

≤ Γ1M2ν0‖Sw1 −Sw2‖+ Γ2(M5|χSw1

i − χSw2

i |+ κ1‖w1 − w2‖) ≤

≤ Γ1M2ν0κ7‖w1 − w2‖+ Γ2(M5M2ν0‖Sw1 −Sw2‖+ κ1‖w1 − w2‖) ≤

≤ (Γ1M2κ7ν0 + Γ2M5M2κ7ν0 + Γ2κ1)‖w1 − w2‖.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì ëåììû 11 ïîëó÷èì |Ii[Sw1](x, t)−Ii[Sw
2](x, t)| ≤ κ4‖Sw1−Sw2‖ ≤

κ4κ7‖w1 − w2‖. Ïîýòîìó, äëÿ (x, t) ∈ Π
0

i (Sw
1) ∩ Π

0

i (Sw
2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Ai[Sw
1](x, t)− Ai[Sw

2](x, t)| ≤ κ8‖w1 − w2‖, ãäå κ8 = (Γ1M2ν0 + Γ2M5M2ν0 + κ4)κ7 + Γ2κ1.

Èòàê, âî âñåì Π(T ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖S[Sw1](x, t)−S[Sw2](x, t)‖ ≤ (κ9 +
QM3 + ν2 + ν3(2H)−1/2)‖w1 − w2‖, ãäå κ9 = κ8 + (κ1 + κ5)κ7 + Γ2LM2ν0κ7.

Ïîñêîëüêó M3, ν0, ν2, à òàêæå, âñå κi, i = 1, . . . , 9 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè T → 0, òî
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ H > 0, L > 0
îïåðàòîð S2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà øàðå IE2(T, L, P ), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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