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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîíîìîðôèçìû ïðîèçâîëüíûõ êðàòíûõ ñïëåòåíèé ãðóïï Z2 â
ãðóïïû Êàëóæíèíà.

Îïåðàöèÿ ñïëåòåíèÿ A oB äâóõ ãðóïï A è B ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ êîíñòðó-
êöèé â òåîðèè ãðóïï, ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷àòü íîâûå ãðóïïû ïðè ïîìîùè óæå èçâåñòíûõ.
Íàïîìíèì, ÷òî A o B åñòü ãðóïïà, ýëåìåíòû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî ïàð âèäà
{(b, w) | b ∈ B, w ∈ Fun(B, A)}, ãäå Fun(B, A) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç B â A ñ
îïðåäåëåííîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ ïàð (b1, w1) · (b2, w2) = (b1b2, w

b2
1 w2),

ïðè÷åì wb2
1 (x) = w1(b2x), x ∈ B ([1]). Íàçîâåì ãðóïïîé Êàëóæíèíà Pp,n n-êðàòíîå ñïëå-

òåíèå ãðóïï ïîðÿäêà p, ïîñòðîåííîå â ([2]). Ìíîæåñòâî ýòèõ ãðóïï ìîæíî îïðåäåëèòü
ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì Pp,0 = Zp, Pp,n = Pp,n−1 o Zp, ïðè n > 0.
Ýòè ãðóïïû äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, çàíèìàþò îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â òåîðèè
ãðóïï, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè p-ïîäãðóïïàìè ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï ñòåïåíè pn+1

(ñì., [3], [4]), îäíàêî, îïåðàöèÿ ñïëåòåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è ñóùåñòâóåò ìíîãî
êðàòíûõ ñïëåòåíèé n öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà p ñ äðóãèì ðàñïîëîæåíèåì ñêîáîê.
Êîëè÷åñòâî òàêèõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåâîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê ñêîáîê, òàê êàê
ïî îïðåäåëåíèþ ñïëåòåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿõ ñêîáîê ãðóïïû
èìåþò ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè, ò.å. íå èçîìîðôíû äðóã äðóãó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ãðóïï ñïëåòåíèé n öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà p ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà Cn =
Cn−1

2n−2/n. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ãîìîìîðôíûå âëîæåíèÿ êðàòíûõ ñïëåòåíèé
ãðóïï Z2 â ãðóïïû Êàëóæíèíà. Íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèå ãðóïïû
In = Z2 o P2,n.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì Ωn : In → P2,m, äëÿ n ≥ 0, m = 2n+1 − 1 è

äàííîå m ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïðè êîòîðîì âîçìîæåí ìîíîìîðôèçì.

Ãðóïïû Êàëóæíèíà ëåãêî èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îäíîðîäíûõ
äåðåâüåâ. Ïîýòîìó óêàçàííûå íèæå âëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ èòåðàòèâíûõ ñïëåòåíèé
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ãðóïï Z2 ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ãðóïï â âèäå ïîä-
ãðóïï ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ äåðåâüåâ. Îñþäà, òàêæå áóäåò ñëåäîâàòü
ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ ãðóïï óíèòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåí-
òîâ (ñì. [5] è [6]). Ñîãëàñíî [3], êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû Êàëóæíèíà y ∈ P2,n ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû y = [y0,1, y1,1 + y1,2t1, . . . , yn,1 + yn,2t1 + · · · + yn,2nt1 · · · tn].
Çäåñü íà k ìåñòå (k ∈ {0, 1, . . . , n}) â òàáëèöå ñòîÿò ìíîãî÷ëåíû yk(t1, . . . , tk), êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè êëàññîâ ñìåæíîñòè êîëüöà ìíîãî÷ëå-
íîâ Z2[t1, . . . , tk] ïî ìîäóëþ èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíàìè âèäà t21− t1, . . . , t

2
k− tk.

Òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ ðåäóöèðîâàííûìè. Îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ â òàáëèöàõ,
ñîãëàñîâàííàÿ ñ îïåðàöèåé ñïëåòåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[y0, y1(t1), y2(t1, t2), . . . ] · [z0, z1(t1), z2(t1, t2), . . . ] =

= [y0 + z0, y1(t1 + z0) + z1(t1), y2(t1 + z0, t2 + z1(t1)) + z2(t1, t2), . . . ].
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðàòíûõ ñïëåòåíèé ãðóï Z2 ñ ðàçëè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì ñêî-
áîê. Ïåðå÷èñëÿòü ãðóïïû ñïëåòåíèé áóäåì ðåêóððåíòíî, ñ÷èòàÿ P2,1 = P2,1(1) è äàëåå
äëÿ n ≥ 1 ïîëàãàÿ Z2 o P2,n(s1, . . . , sn) = P2,n+1(1, s1 + 1, . . . , sn + 1), P2,n(s1, . . . , sn) oZ2 =
P2,n+1(s1 + 1, . . . , sn + 1, 1) è P2,n(s1, . . . , sn) o P2,m(r1, . . . , rm) = P2,n+m+1(s1 + 1, . . . , sn +
1, 1, r1 + 1, . . . , rm + 1) ïðè n,m ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûì ðàñïîëîæåíèÿì ñêî-
áîê áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ (è ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå ãðóïïû).
Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå P2,n(s1, . . . , sn) ÷èñëà s1, . . . , sn ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíî
÷èñëó îòêðûòûõ, íå åùå íå çàêðûòûõ ñêîáîê ïåðåä êàæäûì çíàêîì ñïëåòåíèÿ o. Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïïû Êàëóæíèíà èìåþò âèä P2,n = P2,n(n, n− 1, . . . , 1).
1. Âëîæåíèÿ ãðóïï îñîáîãî âèäà. Êàê áóäåò âèäíî íèæå, äëÿ âëîæåíèÿ â ãðóï-
ïû Êàëóæíèíà ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï P2,n(s1, . . . , sn) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âëîæåíèå
ãðóïï âèäà In = Z2 o P2,n = P2,n+1(1, n+1, n, . . . , 2). Ïóñòü UTN(2) � ãðóïïà íèæíåòðåó-
ãîëüíûõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì
ïðåäñòàâëåíèå fn ãðóïïû P2,n óíèòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè èç ãðóïïû UT2n+1(2), äàí-
íîå â ðàáîòå [5]. Ñîãëàñíî ýòîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
(îïðåäåëåíèå, äàííîå â [5] èçìåíåíî òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèö, ÷òî áîëåå óäîáíî â
äàííîé êîíñòðóêöèè).

Ïóñòü ti1 · · · tim � íåêîòîðûé îäíî÷ëåí. Âûñîòîé òàêîãî îäíî÷ëåíà íàçûâàåì ÷èñëî
h(ti1 · · · tim) = 1 +

∑m
b=1 2ib−1.

Î÷åâèäíî, ëþáîé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû îäíî-
÷ëåíîâ ïîïàðíî ðàçíûõ âûñîò.

Äëÿ y ∈ P2,n îáîçíà÷èì y = [y0, y1(t1), . . . , yn(tn)]. Ïóñòü

yk(t1, . . . , tk) =
∑2k

j=1 yk,jt(j),
ãäå t(j) � îäíî÷ëåí âûñîòû j, t(1) = 1. Íàèáîëüøàÿ èç âûñîò îäíî÷ëåíîâ ñ íåíóëåâûì
êîýôôèöèåíòîì â ïîñëåäíåé ñóììå íàçûâàåòñÿ âûñîòîé ìíîãî÷ëåíà.
Îïðåäåëèì òåïåðü äåéñòâèå òàáëèöû y ∈ P2,n íà ìíîãî÷ëåí g âûñîòû k ∈ {1, . . . , 2n+ 1}.
Äëÿ äàííûõ n è g ñîñòàâèì òàáëèöó ýëåìåíòà g â ñïëåòåíèè P2,n+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïåðâûå n êîîðäèíàò òàáëèöû âûáåðåì íóëåâûìè, à ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó âîçüìåì
ðàâíîé g. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è g ∈ P2,n+1. Îïðåäåëèì ïî çàäàí-
íîìó y ýëåìåíò ỹ = [y0, . . . , yn(tn), 0] ∈ P2,n+1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò gỹ = ỹ−1 · g · ỹ. Âñå
êîîðäèíàòû åãî òàáëèöû íóëåâûå, êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîñëåäíåé. Ìíîãî÷ëåí, ÿâëþ-
ùèéñÿ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé, îáîçíà÷èì ïðîñòî gy. Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî âûñîòà
ìíîãî÷ëåíà h(g) ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé h(gy). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí gy ïîëó÷åí
äåéñòâèåì ýëåìåíòà y íà ìíîãî÷ëåí g.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fn : P2,n → UT2n+1(2). Âûñîòà ìíîãî÷ëåíà â ïîñëåäíåé êî-
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îðäèíàòå òàáëèöû y ∈ P2,n îãðàíè÷åíà ÷èñëîì 2n. Ðàññìîòðèì îäíî÷ëåíû t(k) âûñîò

k ∈ {1, 2, . . . , 2n +1} è ìíîãî÷ëåíû t(k)y =
∑k

j=1 uk,j · t(j). Âîçüìåì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

A = fn(y) ðàçìåðíîñòè 2n + 1 ñ óñëîâèåì Ak,j =
{ 0, k < j,

uk,j, k ≥ j.
Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî,

÷òî Ak,k = uk,k = 1 è ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå fn çàäàíî êîððåêòíî.

Òåîðåìà 2 ([5]). Îòîáðàæåíèå fn : P2,n → UT2n+1(2) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Îáùèé âèä ìàòðèöû fn(y) (îò ïåðåìåííûõ y0,1, y1,1, y1,2, . . . ) äî ñèõ ïîð ïîëíîñòüþ íå
èññëåäîâàí. Íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Äëÿ k = 0, 1, . . . , n; j = 1, . . . , 2k âûïîëíÿåòñÿ: 1. fn(y)2k+1,j = yk,j;

2. Ïðè l < 2k + 1 â ýëåìåíòå fn(y)l,j íåò ïåðåìåííûõ yk,1, . . . , yk,2k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì k è çàìåòèì, ÷òî t(2k+1) = tk+1. Ñëåäîâàòåëüíî, t
y
k+1 =

tk+1 + yk(t1, . . . , tk) = tk+1 +
∑2k

j=1 yk,jt(j) äëÿ ëþáîãî y ∈ P2,n, è ïåðâîå óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ fn(y).

Ïóñòü òåïåðü l < 2k + 1. Òîãäà îäíî÷ëåí t(l) ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííûõ
t1, . . . , tk. Òàêèì îáðàçîì, t(l) = V (t1, . . . , tk) è äëÿ ëþáîãî y ∈ P2,n èìååì V (t1, . . . , tk)

y =
V (t1 + y0, . . . , tk + yk−1(t1, . . . , tk−1)). Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ
yb,j, äëÿ âñåõ b ≥ k è äëÿ âñåõ j. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ìàòðèöû M ∈ UT2n+1(2) îáîçíà÷èì ÷åðåç M [N ], N ≤ 2n +1 ãëàâíóþ ïîäìàòðèöó
ïîðÿäêà N ìàòðèöû M (M [N ] � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç M âûáîðîì ïåðâûõ N ñòðîê
è N ñòîëáöîâ). Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ìàòðèö M ⊆ UT2n+1(2) ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö

îáîçíà÷èì M
[N ]
. Î÷åâèäíî M

[N ] ⊆ UTN(2).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö Mk = fk(P2,k) = {fk(y) : y ∈ P2,k}, k ∈ {0, . . . , n}.

Èç ñêàçàííîãî âûøå î ìîíîìîðôèçìå fn â ëåììå 1 ñëåäóåò

Ëåììà 2. Âåðíî ðàâåíñòâî ìàòðèö Mk = M
[2k+1]
n , k ≤ n è îòîáðàæåíèå τk : Mk →

M
[2k+1]
n , çàäàííîå ðàâåíñòâîì τk(fn(y)[2k+1]) = fn(y)[2k+1], ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Çàôèêñèðóåì n è îáîçíà÷èì m = 2n+1 − 1. Ìàòðèöû ìíîæåñòâà Mn îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè y0,1, y1,1, y1,2, . . . , ïðîáåãàþùèìè êîëüöî Z2.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Tn ∈ UTm(Z2[t1, . . . , tm]), ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà ðåäóöèðî-
âàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Z2[t1, . . . , tm]) îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm, ïðîáåãàþùèõ Z2. Äàííóþ
ìàòðèöó ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè σ : 1 → 1 è σ : yk,l → tR(k,l), k ∈ {0, . . . , n},

l ∈ {1, . . . , 2k}, R(k, l) =
{ k + 1, ïðè l = 1

2k − k + l + n− 1, ïðè l > 1,
çàìåíÿþùåé ýëåìåíòû yk,l â

ìàòðèöå fn(y) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå êîëüöà Z2[t1, . . . , tm]). Ñõåìàòè÷íî îòî-
áðàæåíèå σ ìîæíî èçîáðàçèòü òàê: y0,1 → t1, y1,1 → t2, . . . , yn,1 → tn+1, y2,2 → tn+2,
y2,3 → tn+3, y2,4 → tn+4, y3,2 → tn+5 . . . . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ äèàïàçî-
íîâ, êîòîðûå ïðîáåãàþò ÷èñëà k è l, ñîîòâåòñòâèå R ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì è
R(k, l) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . ,m. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü òàêæå îáðàòíóþ ôóí-
êöèþ r : {1, 2, . . . ,m} → {0, . . . , n}×{1, . . . , 2n}, ñ óñëîâèåì: r(i) = (k, l), åñëè R(k, l) = i.
Îáîçíà÷èì, â ýòîì ñëó÷àå r1(i) = k, r2(i) = l.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ P2,n ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöó fn(x) ïðèíàäëåæàùåé ãðóïïå
UTm(Z2[t1, . . . , tm]). Ïðè ýòîì, ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû � êîíñòàíòû. Êàê ñëåäñòâèå ïî-
ëó÷àåì êîððåêòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ fn(x) · Tn, êàê ýëåìåíòà ãðóïïû UTm(Z2[t1, . . . , tm]).

Äëÿ x ∈ P2,n è i ∈ {1, . . . ,m} îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Φ
{x}
i (ti) = ti + (fn(x) · Tn)k,l,

ãäå k = 2r1(i) + 1, l = r2(i). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èíîãäà áóäåì ïèñàòü ti âìåñòî
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ t1, . . . , ti. Îáîçíà÷èì, Mn(x) = fn(x) · Tn.

Ëåììà 3. Ìíîãî÷ëåíû Φ
{x}
i (ti) íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé ti äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,m}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì k-óþ ñòðîêó ìàòðèöû Tn ïðè k = 2v+1, äëÿ íåêîòîðîãî v.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âëîæåíèÿ R è ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 1, èìååì (Tn)k,1 =
tk+1 è (Tn)k,l = t2k−k+l+n−1, ïðè l > 1. Ïåðâûå k−1 ýëåìåíò â êàæäîì ñòîëáöå ñ íîìåðîì
l ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
l = 1 ýòî ñëåäóåò èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1. Èç ýòîãî æå óòâåðæäåíèÿ è ñîãëàñíî
èíäóêòèâíûì ðàññóæäåíèÿì, â ìàòðèöå Tn â ïåðâûõ k − 1 ñòðîêàõ âñå ìíîãî÷ëåíû
çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñàìè ≤ 2k−1− (k−1)+2k−1 +n−1 = 2k−k +n, êîòîðûå
ìåíüøå ÷èñëà 2k − k + l + n− 1 äëÿ ëþáûõ l > 1.

Äëÿ i ∈ {1, . . . ,m}, äîêàæåì, ÷òî ti, ïðèñóòñòâóþùåå â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Φ
{x}
i ,

ñîêðàùàåòñÿ. Ïóñòü k = 2r1(i) + 1, l = r2(i). Èìååì, Mn(x)k,l =
∑k

j=l(fn(x))k,j · (Tn)j,l =∑k−1
j=l xr1(i),j · (Tn)j,l + (Tn)k,l. Èç ñêàçàííîãî âûøå, âñå ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû, êðîìå

ïîñëåäíåãî, ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ t∗, ìåíüøèõ èíäåêñîâ, ÷åì èíäåêñ
(Tn)k,l = ti. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîãî÷ëåí Mn(x)k,l èìååò âèä ti + V (t1, . . . , ti−1). Ñëåäî-

âàòåëüíî, Φ
{x}
i = ti + ti + V (t1, . . . , ti−1) = V (t1, . . . , ti−1) è ëåììà äîêàçàíà.

Ââèäó äîêàçàííîé ëåììû 3 áóäåì ïèñàòü Φ
{x}
i (ti−1).

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , 2n} ìíîãî÷ëåí (Tn)k,1 ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëåíîì âûñîòû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü t(k) � îäíî÷ëåí âûñîòû
k è y ∈ P2,n. Òîãäà, ýëåìåíò (fn(y))k,1 ðàâåí ñâîáîäíîìó ÷ëåíó ìíîãî÷ëåíà t(k)y. Ïóñòü
t(k) = ti1ti2 . . . . Îòñþäà, t(k)y = (ti1 + yi1−1(ti1−1)) · (ti2 + yi2−1(ti2−1) . . . è (fn(y))k,1 =
yi1−1,1 · yi2−1,1 . . . . Ïîñëåäíèé ýëåìåíò, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ R (â ñèëó R(i1 −
1, 1) = i1, R(i2 − 1, 1) = i2, . . . ), äàåò ýëåìåíò ìàòðèöû (Tn)k,1 = ti1ti2 · · · = t(k), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 5. Ïóñòü x = [x0,1, x1,1 + x1,2t1, . . . , xn,1 + · · ·+ xn,2nt1 · · · tn] ∈ P2,n. Îòîáðàæåíèå

ρn : P2,n → P2,m−1 çàäàííîå òàáëèöåé âèäà ρn(x) = [Φ
{x}
1 , Φ

{x}
2 (t1), . . . , Φ

{x}
m (tm−1)] ÿâëÿå-

òñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì, xk(tk) =
∑2k

j=1 xk,jt(j). Â ñèëó ëåììû 4, ó÷èòûâàÿ âèä

2k + 1-îé ñòðîêè ìàòðèöû fn(x) ïîëó÷àåì, ÷òî Φ
{x}
k (tk) = xk(tk), äëÿ k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ρn ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
ρn ãîìîìîðôèçì. Ïóñòü y = [y0, y1(t1), . . . , yn(tn)]. Ïîêàæåì, ÷òî ρn(xy) = ρn(x)ρn(y).
Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,m}

Φ
{x}
i (t1 + Φ

{y}
1 , t2 + Φ

{y}
2 (t1), . . . ) + Φ

{y}
i (ti) = Φ

{xy}
i (ti). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ñ î÷åâèäíîé áàçîé. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k ≤ n
è d ∈ {1, 2, . . . , 2k} ðàññìîòðèì (åäèíñòâåííîå) i ñ óñëîâèåì r1(i) = k, r2(i) = d. Òàê êàê

(fn(x))2k+1,l = xk,l, ïðè l ≤ 2k, òî â ìíîãî÷ëåíå Φ
{x}
i (ti) ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì xk,l

èìååò âèä xk,l · (Tn)l,d. Äîïóñòèì, â ìíîãî÷ëåí (Tn)l,d âõîäèò îäíî÷ëåí ti1 . . . tib .
Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Tn è ïî ëåììå 1, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé èíäåêñ ïåðåìåííîé

t∗ â äàííîì îäíî÷ëåíå (à çíà÷èò è âî âñåì ìíîãî÷ëåíå) ìåíüøå k è çíà÷èò ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé. Ïî èíäóêöèè ñëåâà â (1) ïðè êîýôôèöèåíòå xk,l âìåñòî

íàøåãî îäíî÷ëåíà èìååì ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí (ti1 + Φ
{y}
i1

(ti1)) . . . (tib + Φ
{y}
ib

(tib)) =
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= (fn(y)·Tn)2r1(i1)+1,r2(i1) . . . (fn(y)·Tn)2r1(ib)+1,r2(ib)
. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îäíî÷ëåí ti1 . . . tib

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Tn. À èìåííî, ti1 . . . tib =
(Tn)2r1(i1)+1,r2(i1) . . . (Tn)2r1(ib)+1,r2(ib)

. Ïî ëåììå 2, â ñèëó èçîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ

τk−1 : fn(P2,n)[2k−1+1] → fn(P2,n)[2k] èìååì Mn(y)l,d = ti1 . . . tib + · · · + tj1 . . . tjc =
= Mn(y)2r1(i1)+1,r2(i1) . . . Mn(y)2r1(ib)+1,r2(ib)

+ . . . +Mn(y)2r1(j1)+1,r2(j1) . . . Mn(y)2r1(jc)+1,r2(jc)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìíîãî÷ëåíå Φ
{xy}
i (ti−1) = ti + ((fn(xy) · Tn)2k+1,d, â ñèëó fn(xy) =

fn(x)·fn(y), ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì xk,l ðàâíî (fn(y)·Tn)l,d. Ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ ñëåâà è ñïðàâà â (1) ïðè ëþáîì êîýôôèöèåíòå xk,l, à çíà÷èò ðàâåíñòâî (1)
âûïîëíÿåòñÿ è ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. 1. Ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì Ωn : In → P2,m, äëÿ n ≥ 0, m = 2n+1 − 1 è

äàííîå m ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïðè êîòîðîì âîçìîæåí ìîíîìîðôèçì.

2. Ïóñòü g = (y, w) ∈ In, y = [y0, . . . , yn(tn)] ∈ P2,n, w ∈ Fun(P2,n, Z2). Òîãäà ýëåìåíò Ωn(g)

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñâîåé òàáëèöåé Ωn(g) = [Φ
{y}
1 , Φ

{y}
2 (t1), . . . , Φ

{y}
m (tm−1), Fw(tm)], â

ãðóïïå P2,m, ãäå ìíîãî÷ëåí ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû òàáëèöû çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè

w è ðàâåí

Fw(tm) =
∑

x∈P2,n

(
w(x) ·

m∏
i=1

(
ti + Φ

{x−1}
i (ti−1)

))
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ äàííîãî n, ïîðÿäîê ãðóïïû P2,m−1 ìåíüøå ïîðÿä-
êà ãðóïïû In, ïîýòîìó âûáðàííîå m íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíî. Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå
(2) êàæäîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòà w(x) è m = 2n+1 − 1 ñîìíîæè-
òåëåé.
1. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè âûáðàííîå îòîáðàæåíèå Ωn ãîìîìîðôèçìîì. Ïóñòü g = (y, w),
h = (z, u) ∈ In. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñïëåòåíèÿ â ãðóïïå In èìååì g · h = (y · z, wz · u)
è âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Ωn(g · h) = Ωn(g) · Ωn(h) ñëåäóåò èç ëåììû 5 äëÿ âñåõ êîîðäè-
íàò òàáëèöû ýëåìåíòà êðîìå ïîñëåäíåé. Ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà òàáëèöû Ωn((yz, wzu)),
ó÷èòûâàÿ (wzu)(x) = w(zx) + u(x), ðàâíà Fwzu(tm) = Fwz(tm) + Fu(tm). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà òàáëèöû ïðîèçâåäåíèÿ Ωn((y, w)) ·Ωn((z, u)) ðàâíà Fw(t1 +

Φ
{z}
1 , . . . , tm + Φ{z}

m (tm−1)) + Fu(tm). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

Fwz(tm) = Fw(t1 + Φ
{z}
1 , . . . , tm + Φ{z}

m (tm−1)). (3)

Ïîñìîòðèì íà ìíîãî÷ëåí ñïðàâà, êàê íà ñóììó ïî ôîðìóëå (2). Ñëàãàåìîå ñ êîýô-
ôèöèåíòîì w(x) ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ, i-ûé ñîìíîæèòåëü êîòîðîãî èìååò âèä ti +

Φ
{z}
i (ti−1)+Φ

{x−1}
i (t1+Φ

{z}
1 , . . . , ti−1+Φ

{z}
i−1(ti−2)). Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3)

Fwz(tm) =
∑

x∈P2,n

(
wz(x) ·

m∏
i=1

(
ti +Φ

{x−1}
i (ti−1)

))
=

∑
x∈P2,n

(
w(x) ·

m∏
i=1

(
ti +Φ

{x−1z}
i (ti−1)

))
. Â ñèëó

ëåììû 5, äëÿ i-îãî ìíîãî÷ëåíà (ρn(x−1z))i òàáëèöû ρn(x−1z) âûïîëíÿåòñÿ Φ
{x−1z}
i (ti−1) =

(ρn(x−1z))i = (ρn(x−1) · ρn(z))i = Φ
{x−1}
i (t1 +Φ

{z}
1 , . . . , ti−1 +Φ

{z}
i−1(ti−2))+Φ

{z}
i (ti−1). Îòñþ-

äà âèäíî ïîïàðíîå ñîâïàäåíèå ñîìíîæèòåëåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3) â
êàæäîì ñëàãàåìîì è ãîìîìîðôèçì îòîáðàæåíèÿ Ωn äîêàçàí.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî Ωn - âëîæåíèå. Òî÷íåå, äîêàæåì, ÷òî ïðè (y, w) 6= (z, u) ñëå-
äóåò Ωn((y, w)) 6= Ωn((z, u)). Íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè y 6= z â ñèëó ëåìììû 5, ïîýòîìó
äàëåå ñ÷èòàåì y = z. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (2) äëÿ ìíîãî÷ëåíà Fw(tm). Îáîçíà÷èì
v = x−1 è ðàññìîòðèì òàáëèöó ýëåìåíòà v = [v0, v1(t1), . . . , vn(tn)] ∈ P2,n. Îòìåòèì, ÷òî
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ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà ti+Φ
{v}
i (ti−1) = (fn(v)·Tn)2r1(i)+1,r2(i) ðàâåí fn(v)2r1(i)+1,r2(i) =

vr1(i),r2(i). Çàôèêñèðóåì t1, . . . , tm è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé {Φ{v}
i (ti−1) = 1 ; i ∈

{1, 2, . . . ,m} } îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ v0,1, v1,1, v1,2, . . . , vn,2n . Êàê ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 1, ïåðåìåííàÿ vr1(i),r2(i) íå âñòðå÷àåòñÿ â ìíîãî÷ëåíàõ (fn(v) · Tn)2r1(j)+1,r2(j) äëÿ
ëþáûõ j < i. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íàøåé ñèñòåìû m óðàâíåíèé
è m íåèçâåñòíûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â óíèòðåóãîëüíîì âèäå, à çíà÷èò ñèñòå-
ìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì v(t1, . . . , tm). Ñëàãàåìîå ñ êîýô-
ôèöèåíòîì w(v) áóäåò íå íóëåâûì òîëüêî ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà 1 çíà÷åíèé âñåõ ñî-
ìíîæèòåëåé â ôîðìóëå (2). Îòñþäà, ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå t1, . . . , tm ìû èìååì:
Fw(t1, . . . , tm) = w(v(t1, . . . , tm)), ïðè÷åì äëÿ èíîãî íàáîðà çíà÷åíèé t1, . . . , tm, êàê âèäíî
èç ðàññóæäåíèé âûøå, ìû áóäåì èìåòü äðóãîå v ∈ P2,n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè w 6= u è
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ P2,n ñ óñëîâèåì w(x−1) 6= u(x−1) ìû èìååì (åäèíñòâåííûé) íàáîð
ýëåìåíòîâ t1, . . . , tm ∈ Z2 ñ óñëîâèåì x−1 = v = v(t1, . . . , tm). Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâî Fw(t1, . . . , tm) 6= Fu(t1, . . . , tm). Çíà÷èò, Ωn âëîæåíèå è ìîíîìîðôèçì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Êðîìå óêàçàííîãî ìîíîìîðôèçìà, ìîæíî âûáðàòü äðóãèå ãîìîìîðôíûå âëîæåíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, â îïðåäåëåíèè ρn(x) ìíîãî÷ëåíû Φ

{x}
i (ti−1) ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåæäó ñî-

áîé (ñ îïðåäåëåííûì îãðàíè÷åíèåì). Äîâîëüíî åñòåñòâåííûì ìîíîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 2 ïðè ïîìîùè ôóíêöèè: R(k, l) = 2k + l,
ïðè k ∈ {0, . . . , n}; l ∈ {1, . . . , 2k}.
2. Ïðèìåðû. Ïîñòðîèì âëîæåíèå Ωn ïðè n = 1 è n = 2. Ìîíîìîðôèçì Ωn áóäåò óêàçàí
ïîëíîñòüþ ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2 çàäàíèåì ìíîãî÷ëåíîâ Φ

{y}
i (ti), i ∈ {1, . . . , 2n+1 − 1},

y ∈ P2,n. Ïóñòü y = [y0,1, y1,1 + y1,2t1, y2,1 + y2,2t1 + y2,3t2 + y2,4t1 · t2]. Òîãäà ([5]),

f2(y) =


1 0 0 0 0

y0,1 1 0 0 0
y1,1 y1,2 1 0

y0,1 · y1,1 y1,1 + y1,2 + y0,1 · y1,2 y0,1 1 0
y2,1 y2,2 y2,3 y2,4 1

 .

(i) Â ñëó÷àå n = 1, y = [y0,1, y1,1 + y1,2t1] ∈ P2,1, è, Φ
{y}
1 = y0,1, Φ

{y}
2 (t1) = y1,1 +

y1,2t1, Φ
{y}
3 (t1, t2) = y1,2. (ii) Åñëè n = 2, y = [y0,1, y1,1+y1,2t1, y2,1+y2,2t1+y2,3t2+y2,4t1·t2] ∈

P2,2, òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, Φ
{y}
1 = y0,1, Φ

{y}
2 (t1) = y1,1 + y1,2t1 , Φ

{y}
3 (t1, t2) =

y2,1 + y2,2t1 + y2,3t2 + y2,4t1 · t2, Φ
{y}
4 (t3) = y1,2, Φ

{y}
5 (t4) = y2,2 + y2,3t4 + y2,4(t2 + t1 · t4 + t4),

Φ
{y}
6 (t5) = y2,3 + y2,4t1, Φ

{y}
7 (t6) = y2,4.

3. Îáùèé ñëó÷àé. Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò óâèäåòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ãðóï-
ïû Êàëóæíèíà P2,n êàê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(T2,n) êîðíåâîãî áèíàðíîãî äåðåâà
(îò êàæäîé âåðøèíû âíèç èñõîäèò ðîâíî 2 ðåáðà) T2,n óðîâíÿ n. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå òàê íàçûâàåìûõ ïîðòðåòîâ: áèíàðíûõ äåðåâüåâ óðîâíÿ n
ñ âåñîì êàæäîé âåðøèíû èç êîëüöà Z2. Ïîêàæåì êàê ðàñïðåäåëÿòü âåñ âåðøèí äåðåâà
T2,n äëÿ ýëåìåíòà ñïëåòåíèÿ y = [y0, y1(t1), . . . , yn(tn)]. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí,
óäàëåííûõ îò êîðíåâîé âåðøèíû íà ðàññòîÿíèå i ÷åðåç V (i). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêèå
âåðøèíû ëåæàò íà óðîâíå i äåðåâà T2,n. Êàæäûé ìíîãî÷ëåí yi(t1, . . . , ti) îòâå÷àåò çà ðà-
ñïðåäåëåíèå âåñà íà âåðøèíàõ óðîâíÿ i. Ïîêàæåì ýòî. Ïîëîæèì âåñ êîðíåâîé âåðøèíû
ðàâíûì y0. Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû ìíîæåñòâà V (i), i > 0 áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ äëèíû i (êîëè÷åñòâî òàêèõ âåðøèí ðàâíî 2i) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì âåðøè-
íû ìíîæåñòâà V (1) ñ íîìåðàìè 0 è 1, à äàëåå ïî èíäóêöèè äëÿ âåðøèíû ìíîæåñòâà V (i),
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0 < i < n ñ (áèíàðíûì) íîìåðîì v1 . . . vi ïîëàãàåì íîìåðà âåðøèí - íåïîñðåäñòâåííûõ
ïîòîìêîâ ýòîé âåðøèíû ðàâíûìè v1 . . . vi0 è v1 . . . vi1. Ïóñòü òåïåðü âåðøèíà v ∈ V (i)

èìååò êîä v1 . . . vi. Òîãäà ïîëîæèì âåñ ýòîé âåðøèíû ðàâíûì yi(v1, . . . , vi). Òàê îïðå-
äåëåííûé ïîðòðåò äåðåâà ñîãëàñîâûâàåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ â ñïëåòåíèè è â ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ äåðåâà T2,n.

Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåíåñòè óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ìîíîìîðôèçìå ãðóï-
ïû In íà ñëó÷àé ãðóïïû P2,N oP2,n, N > 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëó
(2) áåç èçìåíåíèé, ñ÷èòàÿ ýòó ñóììó ôîðìàëüíîé ñ êîýôôèöèåíòàìè w(x) èç ãðóïïû
P2,N . Îáîçíà÷èì äàííûé ìîíîìîðôèçì êàê ΩN,n(P2,N oP2,n). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî Ωn(In) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîäãðóïïó ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(T2,m),
m = 2n+1 − 1. Òîãäà ãðóïïó ΩN,n(P2,N o P2,n) ìîæíî ñ÷èòàòü êîïèåé íåêîòîðîé ïîäãðóï-
ïû ãðóïïû Aut(T2,m+N). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ g = (y, w) ∈ P2,N o P2,n ìîæíî ïîñòðîèòü
îòîáðàæåíèå ΩN,n(g) ïî ïîðòðåòó äåðåâà T2,m+N , ïðèïèñûâàÿ ê ëþáîé âåðøèíå óðîâíÿ
m ñ êîäîì v1 . . . vm íå âåñ èç ãðóïïû Z2, à ïîðòðåò äåðåâà óðîâíÿ N , ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíòó Fw(v1, . . . , vm) ∈ P2,N . Îòñþäà, ΩN,n(P2,N o P2,n) ≤ P2,m+N .

Ìîíîìîðôèçì ïðîèçâîëüíîãî êðàòíîãî ñïëåòåíèÿ P2,n(s1, . . . , sn) â íåêîòîðóþ ãðóï-
ïó Êàëóæíèíà P2,L (à çíà÷èò è â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî äåðåâà) ìîæíî
ñòðîèòü ðåêóððåíòíî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè â êðàòíîì ñïëåòåíèè ôðàãìåíòû
âèäà P2,N1 oP2,N2 (äëÿ íåêîòîðûõ N1, N2 ≥ 0, òàêèå ôðàãìåíòû îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ) è
âëîæèòü èõ â P2,2N1+1−1+N2

óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì. Çàòåì, ïðîöåäóðó ñëåäóåò ïîâòî-
ðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîöåññ íå çàêîí÷èòñÿ ïîñëå îêîí÷àòåëüíîãî âëîæåíèÿ â ãðóïïó
âèäà P2,L. Äàííûé èòîãîâûé ìîíîìîðôèçì P2,n(s1, . . . , sn) â P2,L óæå íå îáÿçàòåëüíî
áóäåò íàèìåíüøèì (â ñìûñëå ïîëó÷åííîãî L). Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
íàéòè ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøèõ ìîíîìîðôèçìîâ â îáùåì ñëó÷àå.

Óêàçàííóþ â ýòîé ðàáîòå òåõíèêó âëîæåíèÿ ïî-âèäèìîìó áåç îñîáûõ îñëîæíåíèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå p > 2.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Â. È. Ñóùàíñêîìó çà öåííûå çàìå-
÷àíèÿ è ïîääåðæêó âî âðåìÿ ðàáîòû.
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