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Èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíàÿ è ïîëóëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè

Êóð÷àòîâà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äîêàçàí êâàäðàòè÷åñêèé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ è àïîñòåðèîðíàÿ

îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà.

1. Âñòóï.Íàéïðîñòiøèì ðiçíèöåâèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ìåòîä

õîðä. Äîñëiäæåííÿ éîãî çäiéñíþâàëè áàãàòî àâòîðiâ ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó (äèâ., íàïðè-
êëàä, [1, 4, 5]). Ïîðÿäîê çáiæíîñòi öüîãî ìåòîäó äîðiâíþ¹ 1.618. . . . Ìåíø äîñëiäæå-
íèì ¹ iòåðàöiéíèé ìåòîä ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, çàïðîïîíîâàíèé Â.À.Êóð÷àòîâèì â [3].

Âèêîðèñòîâóþ÷è, ÿê i ìåòîä õîðä, äâà ïîïåðåäíi íàáëèæåííÿ, ìåòîä Êóð÷àòîâà âîëî-
äi¹ êâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ çáiæíîñòi. Îäíàê äîñëiäæåííÿ ìåòîäó ó çãàäàíié ñòàòòi

[3] ïðîâåäåíå çà äîâîëi æîðñòêèõ óìîâ, çîêðåìà, âèìàãà¹òüñÿ îáìåæåíiñòü çà íîðìîþ
òðåòüî¨ ïîõiäíî¨ âiä íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Ó äàíié ñòàòòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï

ìàæîðàíò Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à ([2]) (ïîäiáíî äî òîãî, ÿê ó ñòàòòi [5] çà äîïîìîãîþ öüîãî

ïðèíöèïó ïðîâîäèòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìåòîäó õîðä), äîñëiäæó¹ìî ëîêàëüíó çáiæíiñòü ìå-
òîäó Êóð÷àòîâà; çà âèêîíàííÿ óìîâè Ëiïøèöÿ äëÿ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü äðóãîãî ïîðÿäêó
äîâîäèìî íàïiâëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó, çíàõîäèìî àïðiîðíó òà àïîñòåðiîðíó îöiíêè

ïîõèáêè ìåòîäó. Âiäçíà÷èìî, ùî çà ïîäiáíèõ óìîâ â [6] äîñëiäæåíî ðiçíèöåâèé ìåòîä,

ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ iíôîðìàöiþ ç òðüîõ ïîïåðåäíiõ iòåðàöié, ïðîòå ïîðÿäîê çáiæíîñòi

éîãî íèæ÷èé i äîðiâíþ¹ 1.839. . . . Çà äîìîãîþ öüîãî æ ìåòîäó ó ñòàòòi [7] íàìè äîñëi-
äæåíî íåëiíiéíi çàäà÷i íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.

2. Ëîêàëüíà çáiæíiñòü ìåòîäó Êóð÷àòîâà. Íåõàé çàäàíå íåëiíiéíå îïåðàòîðíå ðiâ-

íÿííÿ âèãëÿäó

F (x) = 0, (1)
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äå F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó âiäêðèòié îáëàñòi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X
çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y . Íåõàé x, y òà z � òðè òî÷êè îáëàñòi D.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ç X â Y , ïîçíà÷óâàíèé F (x, y), íàçèâà¹òüñÿ ïîäiëåíîþ ðiçíèöåþ

âiä F çà òî÷êàìè x i y, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó F (x, y)(x− y) = F (x) − F (y).
Ïîäiëåíîþ ðiçíèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ F çà òî÷êàìè x, y òà z íàçèâàòèìåìî

îïåðàòîð F (x, y, z), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó F (x, y, z)(y − z) = F (x, y) − F (x, z).
Òóò âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ìåòîäèêó äîâåäåííÿ ç [6].

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷åíèé ó âiäêðèòié îïóêëié

îáëàñòi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y . Ïðèïóñòèìî,

ùî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ D i iñíó¹ îáîðîòíà ïîõiäíà Ôðåøå F
′
(x∗). Íåõàé F

ìà¹ â îáëàñòi V = {x : ‖x−x∗‖ < 3r∗} ⊆ D ïîäiëåíi ðiçíèöi ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëiïøèöÿ

‖F ′
(x∗)−1(F (x, y) − F (u, v))‖ ≤ p∗(‖x − u‖ + ‖y − v‖), (2)

‖F ′
(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ ≤ q∗‖u − v‖, (3)

äå r∗ = 2/(3p∗ +
√

9p2∗ + 32q∗). Òîäi äëÿ âñiõ x0, x−1 ∈ U = {x : ‖x−x∗‖ < r∗} iòåðàöiéíèé
ïðîöåñ

xn+1 = xn − (F (2xn − xn−1, xn−1))
−1F (xn), n = 0,1, . . . (4)

êîðåêòíî âèçíà÷åíèé i ãåíåðîâàíà íèì ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0, ÿêà íàëåæèòü äî U , çái-

ãà¹òüñÿ äî x∗ i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖xn+1 − x∗‖ ≤ p∗‖xn − x∗‖ + q∗‖xn − xn−1‖2

1 − 2p∗‖xn − x∗‖ − q∗‖xn − xn−1‖2
‖xn − x∗‖. (5)

Äîâåäåííÿ. ×åðåç An ïîçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð An = F (2xn − xn−1, xn−1). Ëåãêî
áà÷èòè, ùî ÿêùî {xn, xn−1} ⊂ U , òî {2xn − xn−1, xn−1} ⊂ V . Òîäi An ¹ îáîðîòíèé i

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖[I − (I − F
′
(x∗)−1An))−1‖ = ‖A−1

n F
′
(x∗)‖ ≤

≤ (1 − p∗(‖xn − x∗‖ + ‖xn−1 − x∗‖) − q∗‖xn − xn−1‖2)−1.
(6)

Ñïðàâäi, ç ôîðìóë (2) i (3) îòðèìà¹ìî

‖I − F
′
(x∗)−1An‖ = ‖F ′

(x∗)−1(F (x∗, x∗) − F (xn, xn)+

+F (xn, xn) − F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1) − F (2xn − xn−1, xn−1))‖ ≤ 2p∗‖xn − x∗‖+
+‖F ′

(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn) − F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ ≤ 2p∗‖xn − x∗‖+
+q∗‖xn − xn−1‖2.

Ç îçíà÷åííÿ r∗ ìà¹ìî
2p∗r∗ + 4q∗r∗ = 1 − p∗r∗ − 4q∗r2

∗ < 1. (7)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Áàíàõà, ìè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (6). Äàëi ìîæíà çàïèñàòè

‖xn+1 − x∗‖ = ‖xn − x∗ − A−1
n (F (xn) − F (x∗))‖

≤ ‖A−1
n F

′
(x∗)‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x∗) − An)‖‖xn − x∗‖. (8)
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Çà óìîâàìè (2) i (3) òåîðåìè ìà¹ìî

‖F ′
(x∗)−1(F (xn, x∗) − An)‖ = ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x∗)−
−F (xn, xn) + F (xn, xn) − F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1) − F (2xn − xn−1, xn−1))‖ ≤

≤ p∗‖xn − x∗‖ + ‖F ′
(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn) − F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ ≤

≤ p∗‖xn − x∗‖ + q∗‖xn − xn−1‖2.

Ç (6) i (8) îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (5).

Äàëi, ç (5) i (7) ìè îòðèìà¹ìî, ùî ‖xn+1 − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < r∗, n = 0,1,2 . . . . Òîìó
iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé i ïîñëiäîâíiñòü, ÿêó âií ïîðîäæó¹, íàëåæèòü

äî U . Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i îöiíêè (5) îòðèìó¹ìî lim
x→0

‖xn − x∗‖ = 0.

Íàñëiäîê. Ïîðÿäîê çáiæíîñòi iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè Êóð÷àòîâà êâàäðàòè÷íèé.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (5) øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn}n≥0

íå âèùà çà êâàäðàòè÷íó, òî iñíóþòü C ≥ 0 i N > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ‖xn − xn−1‖2 ≤ ‖xn−1 − x∗‖2 ≤ C‖xn − x∗‖. Ç âðàõóâàííÿì öi¹¨ íåðiâíîñòi ç

(5) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0 ìà¹ êâàäðàòè÷íèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi äî x∗.

3. Íàïiâëîêàëüíà çáiæíiñòü ìåòîäó Êóð÷àòîâà. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì
òåîðåìè 2, âñòàíîâëåíî¨ â [5].

Òåîðåìà 2. Íåõàé F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷åíèé íà âiäêðèòié îïóêëié

ìíîæèíi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y . Íåõàé F (·, ·)
i F (·, ·, ·) ïîäiëåíi ðiçíèöi ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó âiä F íà ìíîæèíi V0 = {x : ‖x −
x0‖ ≤ 3r0} ⊂ D. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A0 = F (2x0 −x−1, x−1), äå x0, x−1 ∈
U0 = {x : ‖x − x0‖ ≤ r0}, ¹ îáîðîòíèé i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè Ëiïøèöÿ

‖A−1
0 (F (x, y) − F (u, v))‖ ≤ p0(‖x − u‖ + ‖y − v‖), (9)

‖A−1
0 (F (x, y, z) − F (u, y, z))‖ ≤ q0‖x − u‖. (10)

Íåõàé íåâiä'¹ìíi ÷èñëà a i c, òàêi ùî

‖x0 − x−1‖ ≤ a, ‖A−1
0 F (x0)‖ ≤ c. (11)

ßêùî 2q0a
2 ≤ 1, äëÿ äiéñíîãî ïîëiíîìà h(t) = −q0t

3−(p0+q0a)t2+(1−q0a
2)t âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

c(1 − 2q0a
2) ≤ h(r) =

1

3
· (p0 + q0a + 2s)

( 1 − q0a
2

p0 + q0a + s

)2

, (12)

äå s =
{
(p0 + q0a)2 + 3q0(1 − q0a

2)
}1/2

, r = (1 − q0a
2)/(p0 + q0a + s) i çàìêíåíà êóëÿ

V0 ⊂ D, äå r0 ∈ (0, r] ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ h(t) = c(1 − 2q0a
2), òî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4)

êîðåêòíî âèçíà÷åíèé i ãåíåðîâàíà íèì ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0 çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó x∗

ðiâíÿííÿ (1). Áiëüøå òîãî, äëÿ âñiõ n ∈ {−1,0,1,2, . . .} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖xn − x∗‖ ≤ tn, (13)

äå

t0 = r0, t−1 = r0 + a, a0 = p0 + 3q0r0 + q0a, b0 = 3q0r
2
0 − 2a0r0 − q0a

2 + 1, (14)

tn+1 = tn · a0tn − q0(tn − tn−1)
2 − 2q0t

2
n

b0 + 2a0tn − q0(tn − tn−1)2 − 3q0t2n
, n ∈ {0,1,2, . . .}. (15)
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Äîâåäåííÿ. Âiäçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {tn}n≥0 îòðèìó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿì iòåðàöié-

íî¨ ïðîöåäóðè (4) äî äiéñíîãî ïîëiíîìà f(t) = −q0t
3 + a0t

2 + b0t. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ

ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Òàêîæ ìè ìà¹ìî

tn+1 − tn+2 =
2(tn+1 − tn)

f(2tn+1 − tn) − f(tn)
f(tn+1) =

=
[−q0(t

2
n+1 + tn+1tn − 3t2n + 2tntn−1 − t2n−1) + a0(tn+1 − tn)](tn+1 − tn)

−q0(4t2n+1 − 2tn+1tn + t2n) + 2a0tn+1 + b0
=

=
{[a0 − q0(2tn + tn+1)](tn − tn+1) + q0(tn − tn−1)

2}(tn − tn+1)

1 − q0a2 − 2p0(t0 − tn+1) − q0[3(t0 − tn+1)(3t0 + tn+1) − (tn − tn+1)2]
≥ (16)

≥ p0(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)2

1 − 2p0(t0 − tn+1) − q0a2
(tn − tn+1).

Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé i ùî

‖xn − xn+1‖ ≤ tn − tn+1. (17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (11), (12), (14) i òîé ôàêò, ùî

t0 − t1 = t0 ·
(
1 − a0t0 − q0(t0 − t−1)

2 − 2q0t
2
0

b0 + 2a0t0 − q0(t0 − t−1)2 − 3q0t
2
0

)
=

h(r0)

1 − 2q0a2
= c,

ìè äîâîäèìî, ùî (17) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n ∈ {−1, 0}. Íåõàé k íåâiä'¹ìíå ÷èñëî i äëÿ âñiõ

n ≤ k âèêîíó¹òüñÿ (17). ßêùî Ak+1 = F (2xk+1−xk, xk), òî âiäïîâiäíî äî (9) i (10) ìà¹ìî

‖I − A−1
0 Ak+1‖ = ‖A−1

0 (A0 − Ak+1)‖ =

= ‖A−1
0 (F (2x0 − x−1, x−1) − F (x0, x−1) + F (x0, x−1) − F (x0, x0) + F (x0, x0)−

−F (xk+1, x0) + F (xk+1, x0) − F (xk+1, xk) + F (xk+1, xk) − F (2xk+1 − xk, xk)‖ =

= ‖A−1
0 (F (2x0 − x−1, x−1, x0) − F (x0, x−1, x0))(x0 − x−1) + (F (x0, x0) − F (xk+1, x0))+

+(F (xk+1, x0) − F (xk+1, xk)) + (F (xk+1, xk) − F (2xk+1 − xk, xk)))‖ ≤
≤ q0a

2 + p0(‖x0 − xk+1‖ + ‖x0 − xk‖ + ‖xk − xk+1‖) ≤

≤ q0a
2 + 2p0(t0 − tk+1) < q0a

2 + 2p0t0 ≤ q0a
2 + 2p0r ≤ q0a

2 + 2p0
1 − q0a

2

2p0
= 1.

Çà òåîðåìîþ Áàíàõà ìà¹ìî, ùî Ak+1 ¹ îáîðîòíèé i

‖A−1
k+1A0‖ ≤ (1 − q0a

2 − p0(‖x0 − xk+1‖ + ‖x0 − xk‖ + ‖xk − xk+1‖))−1. (18)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé äëÿ n = k+1. Ìà¹ìî

‖xk+1 − xk+2‖ = ‖A−1
k+1F (xk+1)‖ = ‖A−1

k+1(F (xk+1) − F (xk) − Ak(xk+1 − xk))‖ ≤
≤ ‖A−1

k+1A0‖‖A−1
0 (F (xk+1, xk) − Ak)‖‖xk − xk+1‖. (19)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (9) i (10), îòðèìà¹ìî

‖A−1
0 (F (xk+1, xk) − Ak)‖ = ‖A−1

0 (F (xk+1, xk) − F (xk, xk)+
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+F (xk, xk) − F (xk, xk−1) + F (xk, xk−1) − F (2xk − xk−1, xk−1)‖ =

= ‖A−1
0 (F (xk+1, xk) − F (xk, xk) + (F (xk, xk−1, xk) − F (2xk − xk−1, xk−1, xk))× (20)

×(xk − xk−1))‖ ≤ p0‖xk − xk+1‖ + q0‖xk−1 − xk‖2.

Ç (18) � (20) âèïëèâà¹, ùî

‖xk+1 − xk+2‖ ≤ (p0‖xk − xk+1‖ + q0‖xk−1 − xk‖2)‖xk − xk+1‖
1 − p0(‖x0 − xk+1‖ + ‖x0 − xk‖ + ‖xk − xk+1‖) − q0a2

.

Îñòàòî÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è (16) i (17), ìè îòðèìà¹ìî, ùî ‖xk+1 − xk+2‖ ≤ tk+1 − tk+2.
Òîáòî, ìè äîâåëè, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé äëÿ êîæíîãî n. Ç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî ‖xn − xk‖ ≤ tn − tk, (−1 ≤ n ≤ k). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0 ¹

ôóíäàìåíòàëüíîþ i òîìó ó ïðîñòîði X âîíà ¹ çáiæíîþ. Ñïðÿìîâóþ÷è òåïåð â îñòàííié

íåðiâíîñòi k äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî (13). Ëåãêî áà÷èòè, ùî x∗ ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ

(1), ïîçàÿê, çãiäíî ç (20), ìîæíà çàïèñàòè ‖A−1
0 F (xk+1)‖ = ‖A−1

0 (F (xk+1, xk)−Ak)(xk+1−
xk)‖ ≤ p0‖xk − xk+1‖2 + q0‖xk − xk−1‖2‖xk − xk+1‖. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê. Ïîðÿäîê çáiæíîñòi iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè Êóð÷àòîâà � êâàäðàòè÷íèé.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çãiäíî ç (15) øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {tn}n≥0 äî íóëÿ

íå âèùà çà êâàäðàòè÷íó, òî iñíóþòü C ≥ 0 i N > 0, ùî äëÿ âñiõ n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü (tn − tn−1)

2 ≤ t2n−1 ≤ Ctn. Ç âðàõóâàííÿì öi¹¨ íåðiâíîñòi ç (15), âèïëèâà¹, ùî
ïîñëiäîâíiñòü {tn}n≥0 ìà¹ êâàäðàòè÷íèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi, à çãiäíî ç (13) i ïîñëiäîâ-

íiñòü {xn}n≥0 çáiãà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íî.

Íåðiâíiñòü (13) äà¹ àïðiîðíó îöiíêó ïîõèáêè ìåòîäó Êóð÷àòîâà. Íàâåäåíà íèæ÷å
òåîðåìà, ÿê i òåîðåìè 3 i 4 ç [5], ìiñòèòü àïîñòåðiîðíó îöiíêó ïîõèáêè ìåòîäó, ÿêà ¹

òî÷íiøîþ çà àïðiîðíó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Ïîçíà÷èìî en = p0‖xn − xn−1‖2 +
q0‖xn−1−xn−2‖2‖xn−1−xn‖, gn = 1−2p0‖xn−x0‖−q0a

2. Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü ‖xn − x∗‖ ≤ 2en(gn + (g2
n − 4p0en)

1
2 )−1 ≤ tn.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ïðîâîäèòüñÿ ïîäiáíî äî âiäïîâiäíîãî äîâåäåííÿ ç [6].
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