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Methods of the reduction of dimensions considerably increase opportunities for numerical
modelling in complex problems of the mechanics of solids. For a variational problem of heat
conduction in a thin curvilinear layer, an appropriate choice of independent variables allows
to construct a subspace of test functions which allows to carry out the separation of variable
thickness. The variational problem which is obtained as a result of such a semidiscretization: I)
inherits a well-posedness of the formulation from an initial problem; II) gives the best approxi-
mation in the space of approximations to the solution of the initial problem (in the sense of the
energy norm). An example of semidiscretization with linear dependence of the approximations
from variable thickness exhibits details of such analysis.
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Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþò âîçìîæíîñòè ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëîæíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Äëÿ âàðèàöèîííîé
çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â òîíêîì êðèâîëèíåéíîì ñëîå íàäëåæàùèé âûáîð íåçàâèñèìûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê êîíñòðóèðîâàíèþ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü îòäåëåíèå ïåðåìåííîé òîëùè-
íû. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîëóäèñêðåòèçàöèè: I)
íàñëåäóåò êîððåêòíîñòü ôîðìóëèðîâêè îò èñõîäíîé çàäà÷è; II) ïðåäîñòàâëÿåò íàèëó÷øóþ
àïïðîêñèìàöèþ â èçáðàííîì ïðîñòðàíñòâå àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (â
ñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû). Ïðèìåð ïîëóäèñêðåòèçàöèé ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ àï-

ïðîêñèìàöèé îò ïåðåìåííîé òîëùèíû äåìîñòðèðóåò äåòàëè òàêîãî àíàëèçà.

Âñòóï. Ïîðÿä iç iñòîòíî òðèâèìiðíèìè âóçëàìè áiëüøiñòü ðåàëüíèõ iíæåíåðíèõ êîí-
ñòðóêöié ìiñòèòü åëåìåíòè, ÿêi ìàþòü îäèí, à òî é äâà ïðîñòîðîâi âèìiðè, çíà÷íî ìåíøi
âiä ðåøòè. Íàÿâíiñòü îá'¹êòiâ ðiçíî¨ âèìiðíîñòi çíà÷íî óñêëàäíþ¹ äîâåäåííÿ êîíñòðó-

êòèâíèõ ïàðàìåòðiâ äî îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü ÿê çà äîïîìîãîþ òðàäèöiéíèõ ðîçðàõóí-

êiâ, òàê i êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî ñïðîáè ÷èñåëüíîãî àíàëiçó

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òàêèõ êîíñòðóêöié íà îñíîâi òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíü åëà-
ñòîñòàòèêè ïðèâîäÿòü äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ i ÷àñòî ñóïðîâîäæóþòüñÿ
çíà÷íèì çðîñòàííÿì âèìîã äî êîìï'þòåðíèõ ðåñóðñiâ òà äî íåîáõiäíîñòi ïåðåîñìèñëåííÿ

ðåøòè âæèòèõ çàñîáiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
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Îäíèì iç ïiäõîäiâ ïiäâèùåííÿ åôåêòèâíîñòi ìîäåëþâàííÿ òàêèõ êîíñòðóêöié ¹ ïå-

ðåõiä äî àäåêâàòíèõ ñïðîùåíèõ ìîäåëåé ðîçðàõóíêó òîíêîñòiííèõ åëåìåíòiâ íà îñíîâi

òåîði¨ ïëàñòèí òà îáîëîíîê. Â êîíòåêñòi òåõíîëîãi¨ ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òàêèé

ïiäõiä âiäîìèé ïiä íàçâîþ d-àäàïòèâíîñòi ([3,4]).

Ó öié ñòàòòi ìè äåìîíñòðó¹ìî ìîæëèâîñòi d-àäàïòèâíîñòi ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ

òåïëîïðîâiäíîñòi â òîíêîìó òðèâèìiðíîìó øàði. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî öåé øàð ìà¹ ó ïåâ-

íîìó ñåíñi íåðåãóëÿðíó ôîðìó, ÿêà âèìàãà¹ äëÿ ñâîãî îïèñó âèêîðèñòàííÿ êðèâîëiíiéíî¨

îðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ([2]). Äàëi ìè ïîêàçó¹ìî, ÿê âèêîðèñòàííÿ ïðîñòîðó

àïðîêñèìàöié ç ëiíiéíîþ çàëåæíiñòþ ôóíêöié âiä çìiííî¨ òîâùèíè äîçâîëÿ¹ çäiéñíè-

òè íàïiâäèñêðåòèçàöiþ âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ òîâùèíè.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îäåðæàíà ìîäåëü ìåíøîãî âèìiðó çàëèøà¹òüñÿ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ

çàäà÷åþ, ÿêùî ïåâíi iíòåãðàëè âiä äàíèõ çàäà÷i âäà¹òüñÿ îá÷èñëèòè òî÷íî.

1. Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà i âàðiàöiéíà çàäà÷à òðèâèìiðíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ

òîíêîãî êðèâîëiíiéíîãî øàðó.

1.1. Ïîñòàíîâêà ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî òîíêèé øàð òîâùèíè h =
const > 0, ÿêèé çàéìà¹ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R

3 îáìåæåíó îáëàñòü D ç íåïåðåðâíîþ

çà Ëiïøèöåì ìåæåþ S. Ñåðåäèííó ïîâåðõíþ øàðó Ω âiäíåñåìî äî îðòîãîíàëüíî¨ êðè-

âîëiíiéíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò α = (α1, α2) i ââåäåìî îðòîãîíàëüíó äî íå¨ çìiííó α3 òàê,

ùîá |α3| ≤ h/2 (ââàæàòèìåìî, ùî êîîðäèíàòíi ëiíi¨ α1, α2 çáiãàþòüñÿ ç ëiíiÿìè ãîëîâ-
íèõ êðèâèí ïîâåðõíi). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ìåæó ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi Ω. Òîäi òî÷êè øàðó
âèçíà÷àòèìóòüñÿ ìíîæèíîþ D = Ω× (−h/2, h/2) , ìåæà S ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ëèöüîâèõ

ïîâåðõîíü Ω± = Ω× {±h/2} òà ái÷íî¨ ïîâåðõíi Σ = Γ× (−h/2, h/2). Íàäàëi òàêèé øàð
íàçèâàòèìåìî òîíêèì êðèâîëiíiéíèì øàðîì.

Íåõàé Ai = Ai (α1, α2) i ki = ki (α1, α2) � êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

òà ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi Ω âiäïîâiäíî. Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ðiâíîñòi äëÿ ïàðàìåòðiâ
Ëÿìå ([1])

Hi = Ai (1 + α3ki) , i ∈ {1, 2}, H3 = 1. (1)

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ðîçïîäië òåìïåðàòóðè θ = θ (α1, α2, α3, t) â øàði îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì ([5,6])

∂θ

∂t
− µ∆θ = w â D × (0, T ] . (2)

Òóò ∆θ := 1
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, w � iíòåíñèâíiñòü

âíóòðiøíiõ äæåðåë òåïëà; t � çìiííà ÷àñó, t ∈ (0, T ] , 0 < T < +∞ ; µ = λ
cvρ

�

êîåôiöi¹íò òåìïåðàòóðîïðîâiäíîñòi, λ � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi ìàòåðiàëó, cv �
êîåôiöi¹íò òåïëî¹ìíîñòi çà ñòàëîãî òèñêó, ρ � ãóñòèíà ìàòåðiàëó.

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî íà ìåæi îáëàñòi D ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi êðà-

éîâi óìîâè òåïëîîáìiíó ç äîâêiëëÿì

−µ n .∇θ = q± íà Ω± × (0, T ] , (3)

−µ n .∇θ = q̃ íà Σ × (0, T ] , (4)

äå ∇f =
{
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, 1
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, 1
H3

∂f
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}
, q± òà q̃ � çàäàíi ãóñòèíè òåïëîâèõ ïîòîêiâ, n � îäè-

íè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi îáëàñòi D, n .∇θ � ñêàëÿðíèé äîáóòîê

âåêòîðiâ â R
3.
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Äîïîâíèìî ðiâíÿííÿ (2) òà êðàéîâi óìîâè (3) ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

θ|t=0 = θ0 â D. (5)

Îòæå, ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ òîíêîãî êðèâîëiíiéíîãî øàðó

ôîðìóëþ¹òüñÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:


çíàéòè ôóíêöiþ θ = θ (α1, α2, α3, t) âèçíà÷åíó â D × (0, T ] i òàêó,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2);

êðàéîâi óìîâè (3), (4) òà ïî÷àòêîâó óìîâó (5).

(6)

1.2. Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ u (t) := u(α1, α2,
α3, t), u

′ (t) := ∂
∂t
u òà ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè G := L2 (D), W := H1 (D) i ñôîðìó-

ëþ¹ìî âiäïîâiäíó äî (6) âàðiàöiéíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi:


çàäàíî θ0 ∈ G, w ∈ L2 (0, T ; G) ;
çíàéòè θ ∈ L2 (0, T ; W ) òàêó, ùî (∀t ∈ (0, T ]) :
m (θ′ (t) , ϕ) + a (θ (t) , ϕ) =< l (t) , ϕ >,
(∀ϕ ∈ W ) : m (θ (0) − θ0, ϕ) = 0 .

(7)

Òóò áiëiíiéíi òà ëiíiéíà ôîðìè âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè

m(θ, ϕ) :=

∫
D

θ ϕH1H2H3 dα1dα2dα3, (8)

a(θ, ϕ) :=

∫
D

µ∇θ .∇ϕH1H2H3 dα1dα2dα3, (9)

< l, ϕ >:= m (w, ϕ) +

∫
Ω+

q+ϕH1H2dα1dα2 +

∫
Ω−

q−ϕH1H2dα1dα2 +

∫
Σ

q̃ϕ dΣ ∀θ, ϕ ∈W.

(10)

Ç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ D ìè ìîæåìî çàïèñàòè iíòåãðàëè â

ðiâíîñòÿõ (8)-(10) ó áiëüø çðó÷íîìó äëÿ ïîäàëüøîãî âèãëÿäi

m (θ, ϕ) =

∫
Ω

A1A2dα1dα2

h/2∫
−h/2

θ ϕ (1 + α3k1) (1 + α3k2) dα3. (11)

Äîáðå âiäîìî, ùî âàðiàöiéíà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi (7) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà (äèâ.,

íàïð. [9]).

2. Íàïiâäèñêðåòèçàöiÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i çà çìiííîþ òîâùèíè.

2.1. Ïðîñòið àïðîêñèìàöié. Ç îãëÿäó íà ìàëiñòü òîâùèíè høàðó âèáåðåìî ïiäïðîñòið
W1 ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié W òàêî¨ ñòðóêòóðè

W1 :=
{
ϕ ∈W : ϕ(α1, α2, α3) = ϕ1(α1, α2) + α3ϕ2(α1, α2), ϕ1, ϕ2 ∈ H1 (Ω)

}
. (12)
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Ñïåöèôiêîþ ïiäïðîñòîðó W1, ÿêó ìè ñèñòåìàòè÷íî åêñïëóàòóâàòèìåìî, ¹ âiäîêðåìëåí-

íÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ α3. Ïðèéìàþ÷è W1 çà ïðîñòið àïðîêñèìàöié ñõåìè Ãàëüîðêiíà,

ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i:


çíàéòè θh ∈ L2 (0, T ;W ) òàêó, ùî (∀t ∈ (0, T ]) :
m (θ′h (t) , ϕ) + a (θh (t) , ϕ) =< l (t) , ϕ >,
(∀ϕ ∈W1) : m (θh (0) − θ0, ϕ) = 0.

(13)

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê θh ìà¹ ñòðóêòóðó

θh(t) = θ1(α1, α2, t) + α3θ2(α1, α2, t) ∈W1, (14)

òî çàäà÷à (13) ïîòðiáíà äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ äâîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ ~θ =
{θi(α1, α2, t)}2

i=1 i, ïî-ñóòi, ¹ çâ'ÿçíîþ ñèñòåìîþ âàðiàöiéíèõ ðiâíÿíü. Îòæå, îñîáëèâi-

ñòþ íàøîãî ïiäõîäó ¹ çàìiíà òðèâèìiðíî¨ (çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè) çàäà÷i äåÿêîþ

äâîâèìiðíîþ çàäà÷åþ, ÿêó íàçèâàòèìåìî íàïiâäèñêðåòíîþ (çà çìiííîþ α3) ìîäåëëþ

âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i. Ïiäñòàâîþ äëÿ òàêî¨ òåðìiíîëîãi¨ ¹ ðîçâèíåííÿ (14), ÿêå ïîêàçó¹,

ùî âiäøóêàííÿ òåìïåðàòóðè θ òîíêîãî øàðó ìîæíà çàìiíèòè çíàõîäæåííÿì âåêòîðà
~θ = {θi(α1, α2, t)}2

i=1 , êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿìè âiä ÷àñó t i ëèøå âiä äâîõ ïðîñòî-

ðîâèõ çìiííèõ (α1, α2) íà ñåðåäèííié ïîâåðõíi Ω øàðó D.

2.2. Ñòðóêòóðà ôîðì íàïiâäèñêðåòíî¨ çàäà÷i. Äåòàëiçó¹ìî ñòðóêòóðó íàïiâäèñ-

êðåòíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (13) ç âðàõóâàííÿì ñïåöèôiêè ïðîñòîðó W1. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè
ââåäåìî ïðîñòîðè âåêòîðíèõ ôóíêöié

H := [L2 (Ω)]
2

i V := [H1 (Ω)]
2

i òàêi ïîçíà÷åííÿ äëÿ äåÿêèõ õàðàêòåðèñòèê ãåîìåòðè÷íèõ äàíèõ

χi :=
(1 + α3k1) (1 + α3k2)

(1 + α3ki)
2 , (15)

βn :=

h/2∫
−h/2

αn3 (1 + α3k1) (1 + α3k2) dα3, (16)

γni :=

h/2∫
−h/2

αn3χidα3, i ∈ {1, 2}, n ∈ {0, 1, 2}. (17)

Ëåìà 1. (ïðî íàïiâäèñêðåòèçîâàíó áiëiíiéíó ôîðìó åíåðãi¨ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ). Íå-

õàé îïåðàòîð Π: W1 → V äi¹ çà ïðàâèëîì ϕ ∈W1 → Πϕ = ~ϕ ∈ V.
Òîäi áiëiíiéíà ôîðìà m (·, ·) : G×G→ R , âèçíà÷åíà â (8), äîïóñêà¹ íà ïðîñòîði W1

íàñòóïíå çîáðàæåííÿ

(∀θ, ϕ ∈W1) : m (θ, ϕ) =

2∑
i,j=1

mij

(
~θ, ~ϕ

)
, (18)

äå mij

(
~θ, ~ϕ

)
:=

∫
Ω
βi+j−2θiϕjA1A2dα1dα2, ~θ, ~ϕ ∈ V .
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Ëåìà 2. (ïðî íàïiâäèñêðåòèçîâàíó ôîðìó äèñèïàöi¨ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ). Áiëiíiéíà

ôîðìà a(·, ·) : V × V → R, âèçíà÷åíà â (9), äîïóñêà¹ íàñòóïíå ïîäàííÿ

a (θ, ϕ) =
2∑

i,j=1

aij

(
~θ, ~ϕ

)
, ~θ = (θ1, θ2) , ~ϕ = (ϕ1, ϕ2) , θ, ϕ ∈W1, (19)

äå

aij

(
~θ, ~ϕ

)
:=

∫
Ω

µ
2∑
k=1

γi+j−2
k

∂θi
∂αk

∂ϕj
∂αk

A1A2

A2
k

dα1dα2+

+δ2iδ2j

∫
Ω

µβ0θiϕjA1A2dα1dα2, i, j ∈ {1, 2}, ~θ, ~ϕ ∈ V, (20)

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ëåìà 3. (ïðî íàïiâäèñêðåòèçîâàíèé ôóíêöiîíàë iíòåíñèâíîñòi äæåðåë òåïëà). ßêùî

äàíi çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi òîíêîãî øàðó äîïóñêàþòü ðîçâèíåííÿ âèãëÿäó

w (α1, α2, α3, t) ∼= w1 (α1, α2, t) + α3w2 (α1, α2, t) ,
q̃ (α1, α2, α3, t) ∼= q̃1 (α1, α2, t) + α3q̃2 (α1, α2, t) ,

(21)

òî ôóíêöiîíàë l çàäà÷i (6) ïîäà¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi

< l, ϕ >=

2∑
i,j=1

[mij (~w, ~ϕ) + < lij, ~ϕ >] +

2∑
i=1

< li, ~ϕ >, ϕ ∈W1, (22)

äå íà äîäàòîê äî ðàíiøå ââåäåíèõ ïîçíà÷åíü

< lij , ~ϕ >:=

∫
Γ

βi+j−2q̃iϕjA1A2dγ, ∀~ϕ ∈ [
L2 (Γ)

]2
, (23)

< li, ~ϕ >:=

∫
Ω

[
q+ξ+ + (−1)i−1 q−ξ−

] (
h

2

)i−1

ϕiA1A2dα1dα2, (24)

ξ± := 1 ± (k1 + k2)
h

2
+ k1k2

(
h

2

)2

. (25)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåì  ðóíòóþòüñÿ íà ðîçâèíåííi äîâiëüíèõ äîïóñòèìèõ ôóíêöié
θ, ϕ ∈ W1 çà ïðàâèëàìè (18) â îêîëi ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi Ω øàðó D i ïiäñòàâëåííi ó

(8), (9) òà (10) âiäïîâiäíî. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (14)-(16), áåçïîñåðåäíiìè
îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ïðàâèëüíîñòi âèñëîâëåíèõ òâåðäæåíü.

2.3. Íàïiâäèñêðåòèçîâàíà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi. Òåïåð ìè ãîòîâi ñôîðìóëþ-

âàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò.



76 Ï. Ï. ÂÀÃIÍ, Ð. Á. ÌÀËÅÖÜ, Ã. À. ØÈÍÊÀÐÅÍÊÎ

Òâåðäæåííÿ 1. (ïðî ôîðìóëþâàííÿ íàïiâäèñêðåòíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâi-

äíîñòi). Íåõàé íà äîäàòîê äî óìîâ ëåì (1)-(3) ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè θ0

òàêèé, ùî

θ0 (α1, α2, α3) = θ0
1 (α1, α2) + α3θ

0
2 (α1, α2) â D, (26)

i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi


~θ0 = (θ0
1, θ

0
2) ∈ H := [L2 (Ω)]

2
,

~w = (w1, w2) ∈ L2 (0, T ;H) ,

~̃q = (q̃1, q̃2) ∈ L2
(
0, T ; [L2 (Γ)]

2
)
,

q+, q− ∈ L2 (0, T ;L2 (Ω)) .

(27)

Òîäi âàðiàöiéíà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi (6) çà äîïîìîãîþ íàïiâäèñêðåòèçàöi¨ çà òîâ-

ùèíîþ çâîäèòüñÿ äî òàêîãî ôîðìóëþâàííÿ:


çíàéòè ïàðó ~θ = (θ1, θ2) ∈ L2 (0, T ;V ) òàêó, ùî
2∑

i,j=1

{
mij

(
~θ′ (t) , ~ϕ

)
+ aij

(
~θ (t) , ~ϕ

)}
=

=
2∑

i,j=1

{mij (~w (t) , ~ϕ) + < lij , ~ϕ >} +
2∑
i=1

< li (t) , ~ϕ > ∀t ∈ (0, T ] ,

2∑
i,j=1

mij

(
~θ (0) − ~θ0, ~ϕ

)
= 0 ∀~ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ V.

(28)

Äàëi òàì, äå öå äîöiëüíî, ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ çàïèñó çàäà÷i (28) áóäåìî âæèâàòè
ïîçíà÷åííÿ 



M
(
~θ, ~ϕ

)
:=

2∑
i,j=1

mij

(
~θ, ~ϕ

)
,

A
(
~θ, ~ϕ

)
:=

2∑
i,j=1

aij

(
~θ, ~ϕ

)
, ~θ, ~ϕ ∈ V,

< L, ~ϕ >:=
2∑

i,j=1

{mij (~w, ~ϕ)+ < lij, ~ϕ >} +
2∑
i=1

< li, ~ϕ > .

(29)

Ó öèõ òåðìiíàõ íàïiâäèñêðåòíó âàðiàöiéíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi (28) ìîæíà ïå-

ðåïèñàòè ó âèãëÿäi:


çíàéòè ~θ ∈ L2 (0, T ;V ) òàêèé, ùî

(∀t ∈ (0, T ]) : M
(
~θ′ (t) , ~ϕ

)
+ A

(
~θ (t) , ~ϕ

)
=< L (t) , ~ϕ >,

(∀~ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ V ) : M
(
~θ (0) − ~θ0, ~ϕ

)
= 0.

(30)

2.4. Íàïiâäèñêðåòíà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi: çìiøàíi êðàéîâi óìîâè. Àíàëiç

íàøîãî àëãîðèòìó íàïiâäèñêðåòèçàöi¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ òîíêîãî
øàðó (7) ïîêàçó¹, ùî âií äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ â äâîõ íàïðÿìêàõ:

(I) ßêùî äàíi âèõiäíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi ¹ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèìè ôóíêöiÿìè
çìiííî¨ α3, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñü íàáëèæåííÿì áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ

θ (α1, α2, α3, t) =

n∑
i=1

θi (α1, α2, t)α
i
3, n ≥ 2. (31)
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Â ðåçóëüòàòi áåçïîñåðåäíüîãî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäèêè ï.2.1 çíîâó ïðèéäåìî äî âiä-

øóêàííÿ âåêòîðà ôóíêöié ~θ = {θi (α1, α2, t)}ni=1 iç âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i âèãëÿäó (30)

iç áiëüø ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ áiëiíiéíèõ ôîðì òà ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó.

(II) Â áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ íåîáõiäíî çäiéñíþâàòè àíàëiç òåìïåðàòóðè çà áiëüø çà-

ãàëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ, íiæ âèêîðèñòàíi íàìè óìîâè òåïëîîáìiíó çà Íüþòîíîì (3).

Íèæ÷å ìè ïîêàçó¹ìî, ÿê âæèòà íàìè â ï. 2.1 ìåòîäèêà áåç ïðèíöèïîâèõ çìií ïðè-

âîäèòü äî ôîðìóëþâàííÿ íàïiâäèñêðåòíèõ çàäà÷, i ÿêi çìiíè â ñòðóêòóðó çàäà÷i

(19) âíîñèòü íàÿâíiñòü êðàéîâèõ óìîâ íà òåìïåðàòóðó.

Íàñëiäîê 1. (ïðî íàïiâäèñêðåòíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi ç îäíîðiäíèìè óìîâàìè Äi-

ðiõëå íà ái÷íié ïîâåðõíi øàðó). Íåõàé â ïî÷àòêîâî-êðàéîâié çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi

òîíêîãî øàðó (6) êðàéîâà óìîâà (4) çàìiíåíà îäíîðiäíîþ óìîâîþ Äiðiõëå

θ = 0 íà Σ × (0, T ] (32)

i äëÿ ðåøòè äàíèõ çàäà÷i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi (28) ç òâåðäæåííÿ 1.

Òîäi âiäïîâiäíà íàïiâäèñêðåòíà âàðiàöiéíà çàäà÷à (29) ìiñòèòü òàêi çìiíè:

V :=
{
~ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈

[
H1 (Ω)

]2
: ~ϕ = 0 íà Γ

}
, (33)

lij (t) ≡ 0, i, j ∈ {1, 2}. (34)

Äåùî iíøi çìiíè â ôîðìóëþâàííÿ íàïiâäèñêðåòíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi âíîñèòü

çàìiíà óìîâè (3) íà îäíîðiäíó óìîâó Äiðiõëå.

Íàñëiäîê 2. (ïðî íàïiâäèñêðåòíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi ç îäíîðiäíèìè óìîâàìè Äi-
ðiõëå íà ái÷íié òà ÷àñòèíi ëèöåâî¨ ïîâåðõíi øàðó). Íåõàé íà äîäàòîê äî óìîâ íàñëiäêó 1

θ = 0 íà ΩD × (0, T ] , ΩD ⊂ Ω+, mes ΩD > 0. (35)

Òîäi âèäîçìiíþþòüñÿ íàñòóïíi êîìïîíåíòè íàïiâäèñêðåòíî¨ çàäà÷i (29):

V :=
{
~ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈

[
H1 (Ω)

]2
: ~ϕ = 0 íà Γ

}
;

lij (t) ≡ 0, i, j ∈ {1, 2}; (36)

〈li, ~ϕ〉 :=

∫
Ω+\ΩD

q+ξ+

(
h

2

)i−1

ϕiA1A2dα1dα2+

∫
Ω

q−ξ−

(
−h

2

)i−1

ϕiA1A2dα1dα2

∀~ϕ ∈ V, i ∈ {1, 2}.
Íàâåäåíi òóò íàñëiäêè iëþñòðóþòü ìîæëèâîñòi ïåðåíåñåííÿ àëãîðèòìó íàïiâäèñêðå-

òèçàöi¨ íà çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi ç iíøèìè êðàéîâèìè óìîâàìè, ùî ìîæóòü çóñòðiòèñü

â çàñòîñóâàííÿõ.

3. Êîðåêòíiñòü íàïiâäèñêðåòíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ òîíêîãî øàðó.

Òóò ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ òåõíi÷íèõ äåòàëåé ìè îáìåæèìîñü âàðiàöiéíîþ çàäà÷åþ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi ç íàñëiäêó 1. Çà íàÿâíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè Äiðiõëå (32) íà ái÷íié ïîâåðõíi
Σ øàðó D ïðîñòið äîïóñòèìèõ ôóíêöié W âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi (7) ìà¹

íàñòóïíó ñòðóêòóðó

W :=
{
ϕ ∈ H1 (D) : ϕ = 0 íà Σ

}
. (37)
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Äîáðå âiäîìî [9], ùî â öüîìó âèïàäêó áiëiíiéíà ôîðìà a (·, ·) : W ×W → R ¹ ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì íà W i ïîðîäæó¹ åíåðãåòè÷íó íîðìó

|ϕ|W := (a (ϕ, ϕ))
1
2 , ϕ ∈W, (38)

ÿêà åêâiâàëåíòíà äî çâè÷àéíî¨ íîðìè ‖ · ‖1,D ïðîñòîðó H1 (D). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W ′ ïðî-
ñòið, ñïðÿæåíèé äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó W .

Íàðåøòi íàäiëèìî ïðîñòið G íîðìîþ

|ϕ|G := (m (ϕ, ϕ))
1
2 , ϕ ∈ G. (39)

Òåîðåìà 1. (ïðî êîðåêòíiñòü íàïiâäèñêðåòíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi). Íåõàé äàíi âà-

ðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi (7) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

(I) áiëiíiéíà ôîðìà m (., .) : G×G→ R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà òà G � åëiïòè÷íà;

(II) áiëiíiéíà ôîðìà a (·, ·) : W ×W → R ñèìåòðè÷íà, íåïåðåðâíà òà W � åëiïòè÷íà;

(III) l ∈ L2 (0, T ;W ′) .

Òîäi íàïiâäèñêðåòíà çà òîâùèíîþ çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi êîðåêòíî ïîñòàâëåíà; òîá-

òî, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ~θ ∈ L2 (0, T ;V )
⋂
L∞ (0, T ;H) ðiâíÿíü çàäà÷i (30), ïðè öüîìó

áóäóòü âiðíèìè àïðiîðíi îöiíêè:

M
(
~θ (t) , ~θ (t)

)
+

t∫
0

A
(
~θ (τ) , ~θ (τ)

)
dt ≤ M

(
~θ0, ~θ0

)
+

t∫
0

‖l (τ)‖ dτ, ∀τ ∈ (0, T ] . (40)

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ (I)-(III) âàðiàöiéíà çàäà÷à (7) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà (äèâ. íàïð. [9] )

i ïðè öüîìó

|θ (t)|2G +

t∫
0

|θ (τ)|2W dτ ≤ ∣∣θ0
∣∣2
G

+

t∫
0

‖l (τ)‖2 dτ, τ ∈ (0, T ] . (41)

Ââåäåìî ïðîñòið

W1 = {ϕ ∈W : ϕ = ϕ1 + α3ϕ2 ∀~ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ V } ⊂W. (42)

Çàóâàæèìî, ùî ñòðóêòóðà ïðîñòîðó W1 âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ I : W1 → V
çà ïðàâèëîì ∀ϕ ∈W1 → Iϕ := ~ϕ ∈ V i ïðè öüîìó çãiäíî ç (30)

|ϕ|2W = a (ϕ, ϕ) = A (~ϕ, ~ϕ) , |ϕ|2G = m (ϕ, ϕ) = M (~ϕ, ~ϕ) , ∀ϕ ∈ W. (43)

ßêùî ïðè öüîìó ââåñòè íîðìè

|ϕ|V := (A (~ϕ, ~ϕ))
1
2 , ~ϕ ∈ V,

|ϕ|H = (M (~ϕ, ~ϕ))
1
2 , ~ϕ ∈ H. (44)

òî âiäîáðàæåííÿ I : W1 → V âèçíà÷èòü içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ W1 òà V .
Íàðåøòi, îñêiëüêè çàäà÷à (7) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà, òî âíàñëiäîê ùîéíî âñòàíîâëå-

íîãî içîìîðôiçìó âàðiàöiéíà çàäà÷à (31) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ~θ = (θ1, θ2).
Ïðè öüîìó áàæàíà àïðiîðíà îöiíêà (40) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì çàñòîñóâàííÿ

òîòîæíîñòåé (43) äî åíåðãåòè÷íî¨ íåðiâíîñòi (41).
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4. Ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à íàïiâäèñêðåòíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi. Ó öüîìó ïiä-

ðîçäiëi ìè äåìîíñòðó¹ìî çàãàëüíó ñòðóêòóðó âiäïîâiäíî¨ äî (29) ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨

çàäà÷i íàïiâäèñêðåòíî¨ òåïëîïðîâiäíîñòi. Âîíà îòðèìàíà ç ðiâíÿíü çàäà÷i (29) ñòàí-

äàðòíèì øëÿõîì iç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä:




çíàéòè òàêi θ1, θ2, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:
2∑
i=1

{
βi−1θ′i − 2µ

A1A2

2∑
j=1

γi−1
j

∂
∂αj

(
A1A2

A2
j

∂θi

∂αj

)}
=

2∑
i=1

βi−1wi + ξ+q
+ + ξ−q−,

2∑
i=1

{
βiθ′i − 2µ

A1A2

2∑
j=1

[
γij

∂
∂αj

(
A1A2

A2
j

∂θi

∂αj

)
− δ2iδ2j

A1A2

2
βj−2θi

]}
=

=
2∑
i=1

βiwi +
h
2
(ξ+q

+ − ξ−q−) â Ω × (0, T ] ,

ïî÷àòêîâi

θ1|t=0 = θ0
1, θ2|t=0 = θ0

2, â Ω
òà êðàéîâi óìîâè

2µ
A1A2

2∑
i,j=1

γi−1
j

∂θi

Aj∂αj
cos (n, αj) =

2∑
i=1

βi−1q̃i,

2µ
A1A2

2∑
i,j=1

γij
∂θi

Aj∂αj
cos (n, αj) =

2∑
i=1

βiq̃i íà Γ,

(45)

äå (n, αj) � êóò ìiæ íîðìàëëþ äî Γ òà íàïðÿìêîì αj .

Íèæ÷å ìè íàâîäèìî äâà êëàñè÷íi ïðèêëàäè çàäà÷ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêi ïîêàçóþòü
îñîáëèâîñòi íàøîãî ñïîñîáó íàïiâäèñêðåòèçàöi¨ çà òîâùèíîþ.

4.1. Òåïëîïðîâiäíà ïëàñòèíà. ßêùî òåïëîïðîâiäíèé øàð D = Ω × (−h/2, h/2) ¹
ïëàñòèíîþ ïîñòiéíî¨ òîâùèíè h ç ñåðåäèííîþ ïîâåðõíåþ Ω, òî éîãî ãåîìåòðiÿ äîáðå

îïèñó¹òüñÿ â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (x1, x2, x3). Ïðèéìàþ÷è αi ≡
xi, çíàéäåìî, ùî ïàðàìåòðè Ëÿìå òà êðèâèíè íàáóâàþòü îñîáëèâî ïðîñòèõ çíà÷åíü

Ai ≡ 1, ki ≡ 0 (i ∈ {1, 2}), Ó öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè βn i γni ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ:
β0 = γ0

i = h, β1 = γ1
i = 0, β2γ2

i = h2

12
(i ∈ {1, 2}) i íàïiâäèñêðåòíà ìîäåëü (45) çíà÷íî

ñïðîùó¹òüñÿ i ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:


çíàéòè ~θ = {θi (α1, α2, t)} òàêèé, ùî

θ′1 − 2µ∆θ1 = w1 + q++q−
h

,

θ′2 − 2µ∆θ2 + 12
h2µθ2 = w2 + 12

h2

(q+−q−)
h

â Ω × (0, T ] ,
2µ∇θi.n = q̃i íà Γ × (0, T ] ,
θi|t=0 = θ0

i â Ω (i ∈ {1, 2}).

(46)

Îñîáëèâiñòþ öi¹¨ çàäà÷i ¹ òîé ôàêò, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü íàïiâäèñêðåòíî¨ ìîäåëi äiëèòüñÿ

íà íåçàëåæíi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè âåêòîðà ~θ, ÿêi ðîçâ'ÿçó-
þòüñÿ ñòàíäàðòíîþ ïiäõîäîì ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ïîäiáíå îäåðæàíî â [7,8].

4.2. Ñôåðè÷íà îáîëîíêà. Íåõàé òåïëîïðîâiäíèé øàð D ¹ ïîðîæíèñòîþ êóëåþ ç ñå-
ðåäèííîþ ñôåðîþ Ω ðàäióñà R i òîâùèíè h. Òîäi éîãî çðó÷íî îïèñàòè çà äîïîìîãîþ

ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò α3 = ρ ∈ (−h
2
, h

2

)
, α1 = ψ ∈ (−π, π), α2 = ϑ → (−π

2
, π

2

)
. Çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðiâ Ëÿìå òà êðèâèí íàñòóïíi: A1 = R, A2 = R sinψ, A3 = 1, k = ki = 1
R
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(i ∈ {1, 2}), i íàïiâäèñêðåòíà çàäà÷à òåïëîïðîâiäíîñòi (45) ïðèâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó:


çíàéòè òàêi θ1, θ2, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ(
1 + h2

12R2

)
θ′1 + h2

6R
θ′2 − 2µ

R2 cos2 ψ

{
∂2θ1
∂ψ2 + ∂2θ1

∂ϑ2 − tgψ ∂θ1
∂ψ

}
=

=
(
1 + h2

12R2

)
w1 + h2

6R
w2 +

(
1
h

+ 1
R

+ h
4R2

)
q+ +

(
1
h
− 1

R
+ h

4R2

)
q−,

θ′1
2

+ 2θ′2 − µ
R2 cos2 ψ

{
∂2θ2
∂ψ2 + ∂2θ2

∂ϑ2 − tgψ ∂θ2
∂ψ

}
+ µ

(
6
h2 + 1

2R2

)
=

= w1

R
+ w2

2
+ 3

{(
1
h2 + 1

hR
+ 1

4R2

)
q+ +

(
1
h2 + 1

hR
− 1

4R2

)
q−

}
,

ïî÷àòêîâi óìîâè ç (46) òà êðàéîâi óìîâè
2µ

R3 cos2 ψ
∂2θ1 =

(
1 + h2

12R2

)
q̃1 + h2

6R
q̃2,

2µ
R3 cos2 ψ

∂2θ2 = q̃1
R

+ q̃2
2
.

(47)

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî çàïðîïîíîâàíà ìåòîäèêà áåç òðóäíîùiâ ìîæå áóòè ðîçïîâñþ-

äæåíà íà äåÿêi iíøi êëàñè çàäà÷ ìåõàíiêè i ôiçèêè.
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