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The existence and uniqueness of Dirichlet’s problem for linear parabolic equations with a
free power order of degeneration of coefficients with time and space variables has been proved
in terms of spaces of classical functions with the power order. The estimation of solution to
the problem in the corresponding spaces has been found. The problem of choice of optimum
control by systems, described by Dirichlet’s problem with limited control is examined. The
quality functional is determined by the volume integral.
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n � ����� ∂D% /�����
��� � ������� Q =

�((( 1����
����	 2��3��� 4��		���������5 �)Q�)�

0© !� 0� 1	2�34542�6� �(()

Keywords: Dirichlet problem, optimum control, linear parabolic equation

andriyko
Text Box

doi:10.30970/ms.23.2.179-190



(0, T ]×D ��� ��������	
��� ���
�

� ����	� �
������

� ��

��1 u! �
� ��������
��
��� (t, x) ∈ Q(0) ≡ Q \ {((t, x), t = t(0), x ∈ D

) ∪ ((t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ Ω
)} ���
�

�

(Lu)(t, x) ≡
[
Dt −

n∑
ij=1

Aij(t, x)Dxi
Dxj

−
n∑

i=1

Ai(t, x)Dxi
−A0(t, x)

]
u(t, x) = f(t, x), (1)

��	��
��� �����
u|t=0 = ϕ(x) (2)

� 
� ��	
�� ���� Γ = (0, T ] × ∂D . 
������ �����

u|Γ = g(t, x). (3)

-���� l(1)! l(2) . ������
� ����
� 	����! t(0) ∈ (0, T )! Ω = Ω ∪ ∂Ω!

|x− ξ| = inf
ξ∈Ω

[
n∑

i=1

(xi − ξi)
2

]1/2

, min
y∈∂D

|x− ξ| ≥ e > 0, e = const.

2���������� 
�������
��� ������
�����
��� ������ L ������ ����
���������� ��
�
��

��345 s1(l

(1), t) = |t−t(0)|l(1) ��� |t−t(0)| ≤ 1! s1(l
(1), t) = 1 ��� |t−t(0)| ≥ 16 s2(l

(2), x) =

|x− ξ|l(2) ��� |x− ξ| ≤ 1! s2(l
(2), x) = 1 ��� |x− ξ| ≥ 1%

-���� Q = [0, T ]×D! D = D∪ ∂D! � P (t, x)! P1(t
(1), x(1))! Bk(t

(1), x(2)) � P (2)
k (t(2), x(2))!

k ∈ {1, . . . , n}! . ��	
� �� Q! x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n )! x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
k−1, x

(2)
k , x

(1)
k+1 . . . , x

(1)
n )%

7��
�	��� 	���� βν
k ! γ

(ν)! r
(ν)
i ! δ(ν)! α! ν ∈ {1, 2}! ����
� 	���� ��
�! ,� β

(ν)
k ∈ (−∞,∞)!

γ(ν) ≥ 0! r
(ν)
i ≥ 0! δ(ν) ≥ 0! α ∈ (0, 1)% 7�
������ s(l;P ) = s1(l

(1), t)s2(l
(2), x)% 2�
�	���

��

���
���
� ��������! � �
�� ������������� ����	�%
8���� C2+α(γ, β, q;Q) ���
�	��� ������� ��

��� u(t, x)! (t, x) ∈ Q! �
� ����� 
����

����
� 	����

� �����
� � ������� Q(0) ������� Dk
tD

j
xu! 2k + |j| ≤ 2! ��� �
�� �
�
	�

�


����

‖u; γ, β; q;Q‖2+α =
2∑

j=0

‖u; γ, β; q;Q‖j + [|u; γ, β; q;Q|]2+α,

�� ‖u; γ, β; q;Q‖0 = sup
P∈Q

s(q;P )|u(P )|, ‖u; γ, β; 0;Q‖0 ≡ ‖u‖0,

‖u; γ, β; q;Q‖1 = ‖u; γ, β; q;Q‖0 +
n∑

i=1

sup
P∈Q

s(q + γ − βi;P )|Dxi
u(P )|,

‖u; γ, β; q;Q‖2 =

1∑
j=0

‖u; γ, β; q;Q‖j+

+
n∑

ij=1

sup
P∈Q

(s(q + 2γ − βi − βj ;P )|Dxi
Dxj

u(P )| + s(q + 2γ;P )|Dtu(P )|),

[|u; γ, β; q;Q|]2+α =

n∑
i,j,k=1

{
sup

{P1,Bk}⊂Q

[s(q + (2 + α)γ − βi − βj − αβk; P̃1)|x(1)
k − x

(2)
k |−α×



×|Dxi
Dxj

u(P1) −Dxi
Dxj

u(Bk)|] + sup
{P1,Bk}⊂Q

[s(q + (2 + α)γ − αβk; P̃1)×

×|x(1)
k − x

(2)
k |−α|Dtu(P1) −Dtu(Bk)|] + sup

{P (2)
k ,Bk}⊂Q

[s(q + (2 + α)γ − βi − βj; P̃2)×

×|t(1) − t(2)|−α
2 |Dxi

Dxj
u(P

(2)
k ) −Dxi

Dxj
u(Bk)|] + sup

{P (2)
k ,Bk}⊂Q

[s(q + (2 + α)γ; P̃2)×

×|t(1) − t(2)|−α
2 |Dtu(P

(2)
k ) −Dtu(Bk)|]

}
.

*�� ��
������
� ���
�	�

�5

s(m; P̃1) = min(s(m;P1), s(m;Bk)), s(m; P̃2) = min(s(m;P
(2)
k ), s(m;Bk)).

-���� Cα(l;Q) . �
���
� ��

��� vk(t, x)! (t, x) ∈ Q! ��� �
�� �
�
	�

� 
����

|||vk; l;Q|||α = sup
P∈Q

s(l;P )|vk(P )|+

+
n∑

k=1

[
sup

{P1,Bk}⊂Q

s(l; P̃1)s2(α, x̃)|x(1)
k − x

(2)
k |−α|vk(P1) − vk(Bk)|+

+ sup
{P (2)

k ,Bk}⊂Q

s(l; P̃2)s1

(α
2
, t̃
)
|t(1) − t(2)|−α

2 |vk(Bk) − vk(P
(2)
k )|

]
,

s1(l
(1), t̃) = min(s1(l

(1), t(1)), s1(l
(1), t(2)))! s2(l

(2), x̃) = min(s2(l
(2), x(1)), s2(l

(2), x(2)))%
-���� ��� ����	� 9 : � 9#: ��
�
������ �����5
�: 
�������
�� Ai ∈ Cα(ri, Q)! A0 ∈ Cα(δ, Q)! A0 ≤ K < +∞! K = 0;<=> ! Aij ∈

Cα(βi + βj, Q) � ��
�
������ ����� ���
����
�34 ��������	
���� �?! �% @$ ��� ���
�

�[
Dt −

n∑
ij=1

s(βi + βj;P )Aij(P )Dxi
Dxj

]
u(P ) = f1(P ); (4)

�: ��

��34 f ∈ Cα(γ, β; δ;Q)! ϕ ∈ C2+α(γ̃, β̃; 0;D)! g ∈ C2+α(Γ)! γ̃ = (0, γ(2))! β̃i =

(0, β
(2)
i )! γ(ν) = max

(
maxi∈{1,...,n}

(
1 + β

(ν)
i

)
; maxi∈{1,...,n}

(
r

(ν)
i − β

(ν)
i

)
; δ(ν)

2

)
! ν ∈ {1, 2}! �

��
�
������ ����� �������

� ���)��� �����
� �?! �% #A?$6
�: ������
� ∂D 
������� �� 
���� C2+α%
7������
� ��
� �������%

	&�#&,� -+ ����� ����	�	
 ����� �
��
� ���
 
�	�� ���	�� ��������� �����
 ��
���
 �
�������� C2+α(γ, β; 0;Q)� ��� ��� � � �����! �����! C ∈ [0,+∞) ������"	� �#
	��

‖u; γ, β; 0;Q‖2+α ≤ C
(
‖f ; γ, β; δ;Q‖α + ‖ϕ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α + ‖g‖C2+α(Γ)

)
. (5)

+�� ������

� �������  ��������� ��������
���� ����(��
�� 
������� ����	 � �����

��� 
�������
����! ���
�	
�� �
�	�

�� �
�1 � ����(���
 ����	� 9 :�9#:%


."��� #���/0��"� �#�(��'$ �� �! � 1%� �',' ��&2"."3���,'+ -���� Qm = Q∩{
(t, x) ∈ Q : s1(1, t) ≥ m−1

1 , s2(1, x) ≥ m−1
2

}
! m = {m1, m2}! m1! m2 . 
�������
� 	����!

m1 > 1! m2 > 1! . ��������
���� ��������! �
� ��� m1 → ∞! m2 → ∞ ���������� �� Q!
Dm = {x ∈ D : s2(1, x) ≥ m−1

2 }! ∂Dm = {x ∈ D : s2(1, x) = m−1
2 }! Γm = ∂Dm × (0, T )%



/�����
��� � ������� Q ����	� ��� �
������

� ����(��
�� ���
�

�

(L1um)(t, x) ≡
[
Dt −

n∑
ij=1

aij(t, x)Dxi
Dxj

−
n∑

i=1

ai(t, x)Dxi
− a0(t, x)

]
um = fm(t, x), (6)

�
� ��������
���� �����

um|t=0 = ϕm(x), um|Γ = g(t, x). (7)

*�� 
�������
�� aij! ai! a0! ��

��1 fm! ϕm ���
�	������ � 
�����
�� ������% B
,�

(t, x) ∈ (0, T ] × Dm � β
(1)
i + β

(1)
j ≥ 0! �� aij(t, x) = min(Aij(t, x), Aij(m

−1
1 , x)) ��� t(0) ∈

(0, m−1
1 ] �

aij(t, x) = min

{
Aij(t, x),

m1(t
(0) − t) + 1

2
Aij(t

(0) −m−1
1 , x)+

+
m1(t− t(0)) + 1

2
Aij(t

(0) +m−1
1 , x)

}
��� t(0) ≥ m−1

1 % & �����
� β
(1)
i + β

(1)
j < 0 ������ a

(1)
ij (t, x) = max(Aij(t, x), Aij(m

−1
1 , x))

��� t(0) ∈ (0, m−1
1 ] �

a
(1)
ij (t, x) = max

{
Aij(t, x),

m1(t
(0) − t) + 1

2
Aij(t

(0) −m−1
1 , x)+

+
m1(t− t(0)) + 1

2
Aij(t

(0) +m−1
1 , x)

}
.

��������
�� ai(t, x) = min{Ai(t, x), Ai(m
−1
1 , x)} ��� t(0) ∈ (0, m−1

1 ] � ��� t(0) ≥ m−1
1 !

i ∈ {0, 1, . . . , n}!

ai(t, x) = min

{
Ai(t, x),

m1(t
(0) − t) + 1

2
Ai(t

(0) −m−1
1 , x)+

+
m1(t− t(0)) + 1

2
Ai(t

(0) +m−1
1 , x)

}
.

C�

��1 fm(t, x) = min{f(t, x), f(m−1
1 , x)} ��� t(0) ∈ (0, m−1

1 ] �

fm(t, x) = min

{
f(t, x),

m1(t
(0) − t) + 1

2
f(t(0) −m−1

1 , x) +
m1(t− t(0)) + 1

2
f(t(0) +m−1

1 , x)

}
��� t(0) ≥ m−1

1 % 7�� x ∈ Dm ��

��1 ϕm(x) = ϕ(x)%
+�� (t, x) ∈ Q \ {(0, T ) × Dm} 
�������
�� aij! ai! a0 � ��

��1 fm � ����(��
���

�
����)
��34 ����	�

Dtu = ∆u, u(0, x) = 0,
du

d	n

∣∣∣∣
Γm

= ψ(t, x),

��! 
����
���! ��� ai ������ ψ = ai|Γm! 	n . 
������ �� Γm% +�� x ∈ D \Dm ��

��1
ϕm � ����(��
��� �
����)
��1 ����	� +������

∆u = 0, u|∂Dm = ϕ|∂Dm .



7��
�	��� 	���� g̃ ����(���
 ����	� +������ � ������� Q = (0, T ] ×D

Dtu = ∆u, u(0, x) = 0, u|Γ = g(t, x).

& ����	� 9A:! 9D: ������� ������
��
�

um(t, x) = vm(t, x)eλt + g̃(t, x), λ > K. (8)

2�������

(L2vm)(t, x) ≡ (L1 + λ)vm = [fm(t, x) − (L1g̃)(t, x)]e
−λt ≡ F (t, x), (9)

vm(0, x) = ϕ(x) − g̃(0, x) ≡ Φ(x), vm|Γ = 0. (10)

E���������� ���
��� ��
������ ��� ����	� 9@:! 9 F: � ���� �������! �
�� ��
��
��������������� ���
�)�%

	&�#&,� 4+ ����� vm $ ������	�� ����%���� �����
 �&
� ��'
 � �(����
 Q 
 ����	�	

����� �
��
� ���
 ��� vm ������"	� �#
	��

|vm| ≤ max{‖Φ‖0, ‖F (λ− a0)
−1‖0}. (11)

���������� G������ ��� �����
�5 vm 
� �����
�� � Q! ��� 
������)� �����
� �
�	�

�
vm ����������� 
� ΓT = Γ ∪D! ��� �� 
������)� �
�	�

� ����������� � ��	�� P1 ∈ Q%

& ���)��� �����
� max
Q

vm(t, x) ≤ 0! � ������� . 0 < max
Q

vm(t, x) = max
D

Φ(x)% &

�������� �����
� max
Q

vm(t, x) = vm(P1)! ��� ����� � ��	�� P1 ������������� ���
�

�

9@: � �������
�)�

�

Dtvm ≥ 0, Dxi
vm = 0, −

n∑
ij=1

aij(P1)Dxi
Dxj

vm(P1) ≥ 0. (12)

-����
���� 9 ": �������������! ��
���
� � ��	�� ��
������ ����� �����
� Dyk
Dyk

vm

�� ������
�� 
�����
�� yk =
∑n

l=1 αkls(βl;P1)(xl − x
(1)
l ) (det ‖αkl‖ �= 0) 
������
�! �

�����

n∑
ij=1

aij(P1)Dxi
Dxj

vm =

n∑
k,l=1

(
n∑

ij=1

s(βi + βj ;P1)aij(P1)αkiαlj

)
Dyk

Dyl
vm =

=
n∑

k=1

µkDyk
Dyk

vm < 0,

�����
 �� ������ �: ����
�������	
� 	���� µ1! . . . ! µn 
�������	
�1 ����� �����
� 9����

�

� 9': ���
����
� ��������	
�:% H�������	� 9 ": � ���
�

� 9@: � ��	�� P1! �����

����
����

vm(P1) ≤ F (P1)(−a0(P1) + λ)−1. (13)

7����
�! ���������	� ��	
� 
����
)��� 
������
��� �
�	�

� ��

��1 vm! �����

vm ≥ min

{
0,min

D
Φ(x),min

Q
(F (t, x)(λ− a0(t, x))

−1)

}
.

2���! ��� ����(��
� ����	� 9@:! 9 F: �������
� 
����
���� 9  :%



H������ � �������� C2+α(Q) 
���� ‖vm; γ, β; q;Q‖2+α! �
������
�
� ��� 
��
���
��
����
��� m1! m2 �� ����������1 
����! �
� ���
�	������ �
 ‖u; γ, β; q;Q‖2+α �����

� ������� ��

��� s1(q1, t)! s2(q2, x) ������ ��������
� d1(q1, t)! d2(q2, x)! �� d1(q1, t) =
max(s1(q1, t), m

−q1
1 ) ��� q1 ≥ 0 � d1(q1, t) = min(s1(q1, t), m

−q1
1 ) ��� q1 < 06 d2(q2, x) =

max(s2(q2, x), m
−q2

2 ) ��� q2 ≥ 0 � d2(q2, x) = min(s2(q2, x), m
−q2

2 ) ��� q2 < 0%
7������
� ��
� �������%

	&�#&,� 5+ )�*� ����	�	
 ����� �
��
� �� ��� ��������� �����
 �&
� ��'
 ������"	�
�#
	��

‖vm; γ, β; 0;Q‖2+α ≤ C(‖F ; γ, β; 2γ;Q‖α + ‖Φ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α + ‖vm‖0). (14)

+���� C ∈ [0,+∞) 	� ����,��" �
� m�

���������� H�
���������	� ��
�	�

� 
���� �� �
����������
� 
����
���� � �A! �%  DA$!
��� 
��
��� ε > 0 � ���
�� ������ c(ε) ∈ [0,+∞) �����

‖vm; γ, β; 0;Q‖2+α ≤ (1 + εα)[|vm; γ, β; 0;D|]2+α + c(ε)‖vm‖0.

*��� ������ ���
��� ���
���� [|vm; γ, β; 0;Q|]2+α% I ��
�	�

� [|vm; γ, β; 0;Q|]2+α ���

������ ��
���

� � Q ��	�
 P1! Bk! P
(2)
k ! ��� �
�� ������������ ��
� � ��
�� 
����
��

����5
1

2
[|vm; γ, β; 0;Q|]2+α ≤ Ek, k ∈ {1, 2, 3, 4}, (15)

E1 ≡
n∑

i,j,k=1

d(2γ − βi − βj + α(γ − βk); P̃1)|x(1)
k − x

(2)
k |−α|Dxi

Dxj
vm(P1) −Dxi

Dxj
vm(Bk)|;

E2 ≡
n∑

i,j,k=1

d(2γ − βi − βj + αγ; P̃2)|t(1) − t(2)|−α
2 |Dxi

Dxj
vm(Bk) −Dxi

Dxj
vm(P

(2)
k )|;

E3 ≡
n∑

k=1

d(2γ + α(γ − βk); P̃1)|x(1)
k − x

(2)
k |−α|Dtvm(P1) −Dtvm(Bk)|;

E4 ≡
n∑

k=1

d((2 + α)γ; P̃2)|t(1) − t(2)|−α
2 |Dtvm(Bk) −Dtvm(P

(2)
k )|.

B
,� |t(1) − t(2)| ≥ d(2γ; P̃ )ρ2

16
≡ T1! d(2γ; P̃ ) = min(d(2γ, P̃1), d(2γ, P̃2))! ρ . ������
�

	���� � (0, 1)! ��
Ek ≤ 2ρ−α‖vm; γ, β; 0;Q‖2, k ∈ {2, 4}.

H�������	� �
����������
� 
����
����! �����

Ek ≤ εα[|vm; γ, β; 0;Q|]2+α + c(ε)‖vm‖0. (16)

H������	� ε > 0 ������ �����! � 
����
���� 9 A: �
�������

[|vm; γ, β; 0;Q|]2+α ≤ c‖vm‖0. (17)

B
,� |x(1)
k −x(2)

k | ≥ n−1d(γ−βk, P̃ )ρ
4
≡ T2! �� Ek ≤ 2ρ−α‖vm; γ, β; 0;Q‖2+α, k ∈ {1, 3}%

7�������	� �������
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���

�! �������� 
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���� 9 D:%



/�����
��� ������
! 
��� |x(1)
k −x

(2)
k | ≤ T2! ��� |t(1) − t(2)| ≤ T1% J����� �������! ,�

d(γ, P̃ ) ≡ d(γ;P1)% -���� |x(1)
n − ξn| ≥ 2T2! ξ ∈ ∂D ��� |x(1) − ξ| ≥ 2T2n% I���)��� ����	�

9@:! 9 F: � �������

L3vm ≡
[
Dt −

n∑
ij=1

aij(P1)Dxi
Dxj

]
vm =

=

[
n∑

ij=1

(aij(t, x)−aij(P1))Dxi
Dxj

+

n∑
i=1

ai(t, x)Dxi
+a0(t, x)−λ

]
vm+F (t, x) ≡ F1(t, x), (18)

vm(0, x) = Φ(x), vm(t, x)|Γ = 0. (19)

-���� V1 ∈ Q! V1 . 
�� � ��
���� � ��	�� P1! Vr = {(t, x) ∈ Q : |t − t(1)| ≤ 16r2T1!

t ≥ 0! |x(1)
i − xi| ≤ 4rT2! i ∈ {1, . . . , n}}%

& ����	� 9 K:! 9 @: ������� ����
� vm(t, x) = ωm(t, y)! yi = d(βi, P1)xi! i ∈ {1, . . . , n}%
2������ ���
�	�

� ωm(t, y) ���
�	��� 	���� Q0% *��� ��

���Wm(t, y) = ωm(t, y)µ(t, y)
� ����(��
�� ����	� +������

(L4Wm)(t, y) ≡
[
Dt −

n∑
ij=1

d(βi + βj;P1)aij(P1)Dyi
Dyj

]
Wm =

=

n∑
ij=1

d(βi + βj ;P1)aij(P1){[Dyi
ωmDyj

µ+Dyj
ωmDyi

µ] + ωmDyi
Dyj

µ}+

+ωmDtµ+ F1(t, Y )µ(t, y) ≡ F2(t, y), (20)

Wm(0, y) = Φ(Y )µ(0, y) ≡ ϕ2(y), Wm|Γ = 0, (21)

��

µ(t, y) =

{
1, (t, y) ∈ H1/2, |Dj

tD
k
yµ(t, y)| ≤ ckjd

−1((2j + |k|)γ;P1);
0, (t, y) �∈ H3/4, 0 ≤ µ(t, y) ≤ 1,

Hη = {(t, y) ∈ Q0 : |t− t(1)| ≤ η2T1, |yi − y
(1)
i | ≤ ηd(γ;P1), y

(1)
i = d(βi;P1)x

(1)
i }!

Y = (d−1(β1;P1)y1, . . . , d
−1(βn;P1)yn)%

��������
�� ���
�

� 9"F: ������
� �������! 
� �����
��� ��� P1% *���! 
� ��������
������� ?%" �� �?! �% #A'$! ��� ������
�� ��	�
 M1(τ

(1), ξ(1)) ∈ H1/4 � M2(τ
(2), ξ(2)) ∈ H1/4

�������
� 
����
����

d−α(M1,M2)|Dj
τD

k
ξωm(M1) −Dj

τD
k
ξωm(M2)| ≤ c(‖F2‖Cα(H1/4) + ‖ϕ2‖C2+α(H1/4

⋂{t=0})),

�� d(M1,M2) . ��������	
� ������
� ��� ��	
��� M1! M2! 2j + |k| = 2%
H�
���������	� ����������� ��

��34 µ(t, y) � ��
�	�

� �������� C2+α(γ, β; 0;Q)!

�
�������

Ek ≤ c(n2ρα + εα(n+ 2))([|vm; γ, β; 0;V3/4|]2+α + ‖F1; γ, β; 2γ;V3/4‖α+

+‖Φ; γ̃, β̃; 0;V3/4 ∩ {t = 0}‖2+α + ‖vm‖0). (22)

2������� ���

� 
���� ‖F1; γ, β; 2γ;V3/4‖α% H�������	� �
����������
� 
����
����!
������ ���
��� ���
���� 
��
��� ����

� ������ F1(t, x)% -����
���!

[|aiDxi
vm; γ, β; 2γ, V3/4|]α ≤

n∑
k=1

sup
{A1,Bk,A2}⊂V3/4

[d(γ − βi; Ã)|Dξi
vm|{|τ (1)) − τ (2)|−α

2 ×



×d(γ + βi + αγ; Ã)|ai(Bk) − ai(A2)| +
n∑

i=1

d(γ + βi + α(γ − βk); Ã)|ξ(1)
k − ξ

(2)
k |−α×

×|ai(A1) − ai(Bk)|}] +
n∑

k=1

sup
{A1,Bk,A2}⊂V3/4

[d(γ + βi; Ã)|ai|{d(γ − βi + αγ; Ã)×

×|τ (1) − τ (2)|−α
2 |Dξi

vm(Bk) −Dξi
vm(A2)| +

n∑
i=1

d(γ − βi + α(γ − βk); Ã)×

×|ξ(1)
k − ξ

(2)
k |−α|Dξi

vm(A1) −Dξi
vm(Bk)|}|] ≤ c(‖vm; γ, β; 0;V3/4‖2 + ‖vm‖0).

2���! ��������� ���

�

‖F1; γ, β; 2γ;V3/4‖α ≤ c(‖F ; γ, β; 2γ;V3/4‖α + ‖vm‖0) + ε1‖vm; γ, β; 0;V3/4‖2+α, (23)

�� ε1 = n2ρα + εα! ρ! ε . ������
� 	����! ε ∈ (0, 1)! ρ ∈ (0, 1)%
7���������	� 9"#: � 9"":! ��������

Ek ≤ c(‖F ; γ, β; 2γ;V3/4‖α + ‖vm‖0) + ε2‖vm; γ, β; 0;V3/4‖2+α+

+‖Φ; γ̃, β̃; 0;V3/4 ∩ {t = 0}‖2+α, (24)

ε2 = ε1 + c(n2ρα + εα(n+ 2))%

-���� |x1) − y| ≤ 2T2n � |x(1)
n − yn| < 2T2! y ∈ ∂D% /�����
��� 
��� K(R,P ) �������

R! R ≥ 4T2n! � ��
���� � ���
�� ��	�� P ∈ Γ! �
� ������� ��	
� P1! P
(2)
k ! Bk% H�
��

��������	� ������

� 
� ����
���� ������
� ∂D! ���
� ���������� ∂D ∩K(R,P ) ��
��������� �����
� ��
��
�	
��� ���������

� x = ψ(y) ��
! ,�� ���� ∂D ∩K(R,P )
�����)�� � ���,�
� yn = 0! � ������� Π ≡ Q ∩K(R,P ) ������ � ����������� yn ≥ 0!
t ≥ 0%

H�������! ,� P1! Bk! P
(2)
k ! Ek! d(γ;P1)! vm! T1! T2! Π ���������� ��� ����� ��������

��

� ��������
� �M1! Nk!M2! E
(1)
k ! d1(γ;M1)! ωm! T

(1)
1 ! T

(1)
2 ! Π1% 7��
�	��� 
�������
��

������
�����
��� ������ L2 � ������� Π1 	���� kij! ki! k0% *��� ωm � ����(��
�� ����	�[
Dt −

n∑
ij=1

kij(M1)Dyi
Dyj

]
ωm(t, y) =

n∑
ij=1

[kij(t, y) − kij(M1)]Dyi
Dyj

ωm+

+
n∑

i=1

ki(t, y)Dyi
ωm + (k0(t, y) − λ)ωm + F (t, ψ(y)) ≡ F5(t, y),

ωm(0, y) = Ψ(ψ(y)) ≡ ϕ3(y), ωm|yn=0 = 0. (25)

I�����)� � ����	� 9"?: ����
� ωm(t, y) = Vm(t, z)! �� zk = d1(βk;M1)yk! k ∈ {1, . . . , n}!
�������� [

Dt −
n∑

ij=1

d1(βi + βj ;M1)kij(M1)Dzi
Dzj

]
Vm = F5(t, Z),

Vm(0, z) = ϕ3(Z), Vm|zn=0 = 0, (26)

�� Z = (d−1
1 (β1;M1)z1, . . . , d

−1
1 (βn;M1)zn)%

7�������	� ���
���

�! �������
� ��� ��������

� ����	� 9"F:L9" :! ����� � � ����
�� �����
� ���

� 9"':% H�
���������	� 
����
���� 9"':! 9 A:! 9 ?: � �������	� ρ � ε
������ ������! �����
��� 
����
���� 9 ':%



��������� ���	�
� �� 2�
���
�

‖F1; γ, β; 2γ;Q‖α ≤ c(‖f ; γ, β; δ;Q‖α + ‖g‖C2+α(Γ)),

‖Φ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α ≤ c(‖ϕ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α + ‖g‖C2+α(Γ)),

��! ��
���������	� 
����
���� 9  :! �����

‖vm; γ, β; 0;Q‖2+α ≤ c(‖f ; γ, β; δ;Q‖α + ‖ϕ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α + ‖g‖C2+α(Γ)). (27)

7���� 	����
� 
����
���� 9"D: 
� �������� ��� m � ��������
���� {V (0)
m } ≡ {|vm(P )|}!

{V (1)
m } = {d(γ − βi;P )|Dxi

vm(P1)|}! {V (2)
m } = {d(2γ − βi − βj ;P )|Dxi

Dxj
vm(P )|}! P ∈ Q!

���
����
� ������
� � ��
�����
� 
�������
�%
I� �������� M����� ��
���� �����������
���� {V (0)

m(k)}!{V (1)
m(j)}! {V (2)

m(l)}! ���
����
�
����
� � Q% 7�������	� �� ���
��� ��� k → ∞! j → ∞! l → ∞ � ����	� 9@:! 9 F:! �����
����! ,� u = veλt + g̃ ���
�� ����N���
 ����	� 9 :L9#:! u ∈ C2+α(γ, β; 0;Q) � �������
�
���

� 9?:%

	&�#&,� 6+ ����� ����	�	
 ����� �
-�
� f ∈ Cα(Q)� ���
 ���	�� ��������� �����
 ��
-
��
 � �������
 C2+α(γ, β; 0;Q) ���	�����"�� 
	�� ������ +�
��"��� � (�������! �
��!

u(t, x) = u1 + u2 + u3 ≡
∫
Q

G1(t, x; dτ, dξ)f(τ, ξ) +

∫
D

G2(t, x; dξ)ϕ(ξ)+

+

∫
Γ

G3(t, x; dτ, dξS)g(τ, ξ) (28)


 ��� �����	�	� (G1, G2, G3) ������"	
 	��
�	���
∣∣∣∣∣∣
∫
Q

G1(t, x; dτ, dξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖(−A0(t, x) + λ)−1‖0,

∣∣∣∣∣∣
∫
D

G2(t, x; dξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

G3(t, x; dτ, dξS)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1. (29)

���������� 2�
���
� Cα(Q) ⊂ Cα(γ, β; 0;Q)! �� ��� f ∈ Cα(Q) ������������� 
�����

���� ‖f ; γ, β; 0;Q‖α ≤ c‖f‖Cα(Q). 2���! ��������	� �������  ! ��� ����N��
� ����	�
9 :L9#: ��������� 
����
����

‖u; γ, β; 0;Q‖2+α ≤ c(‖f‖Cα(Q) + ‖ϕ; γ̃, β̃; 0;D‖2+α + ‖g‖C2+α(Γ)). (30)

/�����
��� u(t, x) ��� ��
����
�� (t, x) �
 ��
��
�� 
������
�� ��

���
�� Φ(f, ϕ, g) 
�

������
��� �������� Cα = Cα(Q)×C2+α(γ̃, β̃; 0;D)×C2+α(Γ) � 
�����! �
� �����
��
������ 	����
� 
����
���� 9#F:% J���	� �� ����� �
��	�

� Cα ⊂ C! 
� �������� �������
/���� ���
� �������! ,� u(t, x) �������� �������� ���� G(t, x;Z)! �
� ���
�	�
� 
�
σ�������� ����
���
 Z ������� Q! �
��	��	� Q � ��� 3434 ���
���� ����
���
� ��
�! ,�



�
�	�

� ��

���
��� ���
�	������ �������� 9"K:% I ������� " �������� �������
����
��� ����(��
�� ����	� 9 :L9#: 
����
�����

‖u1‖0 ≤ ‖fe−λt(−A0 + λ)−1‖0, ‖u2‖0 ≤ ‖ϕ‖0, ‖u3‖0 ≤ ‖e−λtg‖0, (31)

�� u1 . ����(���
 
������1 ����	� 9 :L9#: ��� ϕ ≡ 0! g ≡ 06 u2 . ����(���
 
������1
����	� 9 :L9#: ��� f ≡ 0! g ≡ 0 � u3 . ����(���
 ����	� 9 :L9#: ��� f ≡ 0! ϕ ≡ 0%
7��������)� � 
����
���� 9# : ��������
� f ≡ 1! ϕ ≡ 1! g ≡ 1! �����
��� 
����
����
9"@:%

�� �!� �7�',�%*��1� �&#)����0+ H ������� Q = (0, T ] ×D ������
��� ����	� �
��
�����

� ��

��� u � p! 
� �
�� ��

���
��

I(p) =

T∫
0

dt

∫
D

F (t, x, u, p)dx (32)

������� ��
����� � 
���� ��

��� p ∈ V = {p ∈ Cα(Q) : ψ1 ≤ p ≤ ψ2}, �� u � ����(��
��

������1 ����	�

(Lu)(t, x) = f(t, x, p), u|t=0 = ϕ(x), u|Γ = g(t, x). (33)

H���������� ��
�
�
��� ��
� �����5
�: ��

��1 ψ1 ∈ Cα(Q)! ψ2 ∈ Cα(Q)! f(t, x, p)! F (t, x, u, p) ���
�	�
� ��������
� �

�������� M1 = Q × [ψ1, ψ2]! M2 = Q × R
1 × [ψ1, ψ2]! ����� ���������� �����
� �������

�����
� �� ���

��� u � p! �
� 
������� �
 ��

��1 ��� (t, x) �� �������� Cα(Q)%
I� ���� �:L�: ��� ������
��� p ∈ V ��
�� ���
�� ����(���
 ����	� 9##: �� ��������

C2+α(γ, β; 0;Q) � ��� 
���� �������
� ���

� 9?:%
-���� Em(t, x, τ, ξ) . ��

��� O��
� ��
����
�1 
������1 ����	� 9A:! 9D: 9g(t, x) ≡ 0:%

*���! �� �������� "! �������
� 
����
���� 0 ≤ ∫
D
Em(t, x, τ, ξ)dξ ≤ 1. 7��
�	���

λ(t, x) ≡
T∫

t

dτ

∫
D

Em(τ, ξ, t, x)DuF (τ, ξ, um, p)dξ,

H(um, λ, p) ≡ F (t, x, um, p) + λ(t, x)f(t, x, p).

+�� ����
����

� ��
���

� ����(��
� ����	� 9#":! 9##: ������
� ����
����� ����(���

���� �������
�� ����	 � ����
��� 
�������
����%

/�����
��� � ������� Q ����	� ��� �
������

� ��

��� um! p! 
� �
�� ��

���
��

I(p) =

T∫
0

dt

∫
D

F (t, x, um, p)dx (34)

������� ��
����� � 
���� ��

��� p ∈ V ! � �
�� um � ����(��
�� 
������1 ����	�

(L1um)(t, x) = f(t, x, p), um|t=0 = ϕ(x), um|Γ = g(t, x). (35)

7������
� ��
� �������%



	&�#&,� 8+ )�*� .�	�#
�H(um, λ, p) �� �� ���	��� p ��	���		� ������!�� ��� p ∈ V �

�� �������"	�� � ������		� p(0) = ψ1 
 �������"	�� ����%���� �����
 ��/
 u
(0)
m (t, x, p) =

u
(0)
m (t, x, ψ1(t, x))�

)�*� .�	�#
� H(um, λ, p) �� �� ���	��� p ��	���		� ����	� ��� p ∈ V � �� �����

���"	�� � ������		� p(0) = ψ2 
 �������"	�� ����%���� �����
 ��/
 u
(0)
m (t, x, p) =

u
(0)
m (t, x, ψ2(t, x))�

��������� ����������� �� ������ ������

� �������  �� �D$%

	&�#&,� 9+ ����� H(um, λ, p) $ 	���	���		� .�	�#
� �� �� ���	��� p� 0�� �� �� *�(

������		� p(0) 
 �
����
�	�� ����%���� u
(0)
m (t, x, p(0)) �������1 �����
 ��/
 (��� �������"�

	���� 	��(�
�	� 
 ������	"�� *�( ����	������" �����2
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Em(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ,W (u(0)
m , λ))dξ + ω1,
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dτ
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Em(τ, ξ, t, x)DumF (τ, ξ, u(0)
m ,W (u(0)

m , λ))dξ,

(36)
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