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It is proven that for a closed σ-compact ideal I in a locally compact (Lawson) semilattice
S the quotient S/I is a topological (Lawson) semilattice. Also we construct several counterex-
amples showing that the above result cannot be improved. One is an example of a countable
subsemilattice S ⊂ R

4 containing a closed ideal I ⊂ S such that S/I fails to be a topological
semilattice. The other is an example of a metrizable locally compact locally countable Lawson
semilattice S of size |S| = ℵ1 containing a closed discrete ideal I such that the quotient S/I fails
to be a topological semilattice. Moreover, the quotient topology on S/I in the category of topo-
logical semilattices differs from the quotient topology in the category of Lawson semilattices.
This answers in negative a question of J.Lawson and B.Madison.
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#	� ��� �� 
����� �
� �	��	� 	� �
� ��	����� ����� �� �
� �����	
� 	� �	�	�	����� ������� ��
I �� � ������ 	� � �	�	�	����� ����� S� �
�� �
� 
����	�� 	� S �� I �� �
� ��� S/I = S \ I ∪{I}
���	��� ���
 �
� ��
	����� �	�	�	�� ������ �
� ��	����� ��� q : S → S/I �	�����	��� $
��
�	�	�	�� �	������ 	� ���� U ⊂ S/I �
	�� �
������� q−1(U) �
� 	��� �� S� �� �� ����%��	��
�
�� �
� ��	����� ����� S/I �� &����	
�� �� S �� 
�����
 ��� I �� ��	��� �� S�

�� S �� ���	��� ���
 � �	�����	�� ����������� 	��
���	� ��� I �� � ��	��� ����� 	� S� �
��
	� �
� ��	����� ����� S/I 	�� ��� ���
	���� � ������ ����������� 	��
���	� ∨I : S/I×S/I →
S/I ���
 �
�� �
� ��	����� ��� q : S → S/I �� � ����������� 
	�	�	
�
���� $
� ����� 	�
I ����
 q �� � 	��%�	��� ��� �	�������� 	� �
� �������� ������� 	� S/I�

$
�� �
� ������	� �
�'�� �
��
�
 �
� ����������� 	��
���	� 	� S/I �� �	�����	�� ���


������ �	 �
� ��	����� �	�	�	��( $
� �����
 �	 �
�� ������	� �� �	� ��������� ) �	������

����� �� �
�� ��
����	� ��� �� �	��� �� ��� ��*+� ���� ���	 �*�� � ��� �
�
� �� �� �
	��� �
�� �
�
��	����� �����
	�� S/I 	� � σ%�	����� �	����� �	����� �����
	�� S �� � ��	��� ����� I ��
� �	�	�	����� �����
	���

�� ��
�� 	�� �
�� �� �
� ���� 	� �	�	�	����� ������������ �
� σ%�	��������� 	� S ��� ��
�������� �	 �
� σ%�	��������� 	� �
� ����� I�

,����� �
�� � ������ �	
�������	 �� � �	�	�	����� ����������� ��������� � ���� 	� �
�
�	�	�	�� �	�������� 	� ����������������

������� �� ��� S �� � ������� ��	
��� ����
��� 
�	�������� ��� ��� I �� � σ���	
���
���
�� ����� �� S� ���� S/I �
 � ����
��� ��
�������� 
�	���������

������ -��	�� �� q : S → S/I �
� ��	����� ���� )��	
���� �	 � � ��.� �� 	
��
 �	 �
	�� �
��
S/I �� �	�	�	����� ������������ �� �� ���������� �	 ��
��� �
�� �
� ��� q×q : S×S → S/I×S/I
�� ��	������ /	�����
 � ��� U ⊂ S/I × S/I �
	�� �
������ W = (q × q)−1(U) �� �� 	��� ���
�� S × S� 0� ���� �	 �
	� �
�� U �� 	��� �� S/I × S/I� 1���� � �	��� (q(a), q(b)) ∈ U � ��
�
��� ���� ��� ����
�	

		� �� U �

�� a, b ∈ S \ I� �
�� �
		�� ����
�	

		�� O(a), O(b) ⊂ S \ I 	� �
� �	���� a, b ���
 �
��
O(a) ×O(b) ⊂ W \ I × I� ����� �
� ��� q : S → S/I �� ��	����� ��� O(a) = q−1 ◦ q(O(a))�
�
� ����� q(O(a)) �� 	��� �� S/I� 2� ����	��� q(O(b)) �� 	��� �� S/I� $
�� �
��
 �
	����
q(O(a))× q(O(b)) �� �� 	��� ����
�	

		� 	� (a, b) �� S/I ×S/I �	 (q(a), q(b)) ∈ q(O(a))×
q(O(b)) ⊂ U �

/	�����
 ��	�
�
 ���� a, b ∈ I� $
�� I × I ⊂ W � ����� �
� ����� I �� �	����� �	�����
��� σ%�	����� �
�
� �3���� � �������� {Kn} 	� �	����� ������� 	� I ���
 �
�� I =

⋃
n∈N

Kn

��� Kn ⊂ int(Kn+1) �	
 ���
 n ∈ N ���� �4� !3� 5�6�/���� )������� �
� 0������ $
�	
��
���� �4� �� ��+�� �	 �
� �
	���� K1 × K1 ⊂ W � �� �	��� ���� �� 	��� ����
�	

		� V1 ⊂ S
���
 �
�� �
� ��	��
� V1 ⊂ S �� �	����� ��� K1 × K1 ⊂ V1 × V1 ⊂ V1 × V1 ⊂ W � $
�
��� K2 ∨ V1 �� �	����� ��� K2 ∨ V1 ⊂ I � )���� �� �
� 0������ $
�	
��� �
�
� �3���� �
����
�	

		� V2 ⊂ S 	� K2 ∨ V1 ���
 �
�� (K2 ∨ V1)× (K2 ∨ V1) ⊂ V2 × V2 ⊂ V2 × V2 ⊂ W �
-����� 
���
������ �� ���
������ �������� 	� 	��� ������� {Vn} 	� S ���
 �
��

• Vn �� �	�����7

• Kn ⊂ Vn ⊂ Vn ��� Vn × Vn ⊂ W 7

• Kn+1 ∨ Vn ⊂ Vn+1 ⊂ Vn+1�

$
� ��� V =
⋃∞

n=1 Vn �� �� 	��� ����
�	

		� 	� I �� S ���
 V × V ⊂ W ��� q(V ) ��
�� 	��� ����
�	

		� 	� {I} �� S/I� ���
 (q(a), q(b)) ∈ q(V ) × q(V ) ⊂ U �

�� a ∈ S \ I ��� b ∈ I �� ��� �
� ���� �
������� �� �� �
� �
���	�� ����� ����� {b} ��
�	������ �� ��� ����� �
� 0������ $
�	
���
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��� ���� ��	 ������� �
� ��
�� 	� �
��
 ���	���
�	 -�:���	� �<�� $
� ���	�� ����� ���� ���������� �
� 0������ $
�	
�� �� �
� �
�������
�
�������

����� �� ����� ��	
��� 
��
�� K �� � ������� ��	
��� ���
�� 
�	�������� S ���
 �� �
��	
��� 
��
�	�������� �� S�

����� �� ��� ��� ��	
��� 
��
�	�������� K �� � ������� ��	
��� ���
�� 
�	�������� S
��� ��� ������������ U �� K ����� ���
�
 �� �
�� 
��
�	�������� O(K) �� S ���� ��	
���
���
��� O(K) 
��� ���� K ⊂ O(K) ⊂ U �

������ 0��
	�� �	�� 	� ����
����� �� ��� ������ �
�� U �� �	����� ������� �	
 ���
� 	���
��� V �	�������� K �
�
� �3���� �� 	��� ����
�	

		� U ���
 �
�� K ⊂ U ⊂ U ⊂ V ��� U
�� �	������ 2� :���� .� �
�
� �3���� � �	����� �������������� L �	�������� U � �� �� ��	��
�
�� ���
 �	����� :���	� ����������� �� ��	�	
�
�� �	 � �������������� 	� �
� $��
	�	�
���� [0, 1]τ ���
 �	������� max �� �
� ����������� 	��
���	� �<�� �	 �� ��� �������� L ���

� �������������� 	� [0, 1]τ � =���
�� �
�� K ��� L \ U �
� ���>	��� �	����� ������� 	� �
�
$��
	�	� ����� $
�� �� �
� ��������	� 	� �
� �
	���� �	�	�	�� 	� [0, 1]τ �
�
� �� � ������
����3 ��� A ⊂ τ ���
 �
�� �
� �
	>����	�� prA(K)� prA(L \ U) 	� K ��� L \ U 	��	 �
�
A%���� [0, 1]A �
� ���>	��� �
�
� prA : [0, 1]τ → [0, 1]A �� �
� �		
������ �
	>����	��� $
�� �
�
�	�������� W = [0, 1]A \ prA(L \U) �� � ����
�	

		� 	� �
� �������������� prA(K) �� �
�
������%�������	��� ���� [0, 1]A�

=���
�� �
�� pr−1
A (W ) ∩ L ⊂ U � �� 
������ �	 ���� �� 	��� �������������� V ⊂ V ⊂ W

�	�������� prA(K) ��� �	 ���� �
� �
������ L ∩ pr−1
A (V ) ⊂ U � 8	
 �
�� ���	� �
� ����

[0, 1]A ���
 �
� ��3 ���
�� d((xi)i∈A, (yi)i∈A) = maxi∈A |xi − yi|� �� �� ���� �	 ��
��� �
�� �	

���
 ε > 0 �
� ε%����
�	

		�

B(prA(K), ε) =
{
x ∈ [0, 1]A : d(x, prA(K)) < ε

}

�� �� 	��� �������������� 	� [0, 1]A ��
�� �	��	�� �
	� �
� ���������� d(max(x, y), max(x′, y′)) ≤
max {d(x, x′), d(y, y′)} 
	����� �	
 ��� x, y ∈ [0, 1]A�� $
�� �� ��� �
		�� ε > 0 �	 ����� �
��
�
� ��	��
� V 	� �
� �
� ε%����
�	

		� V = B(prA(K), ε) 	� prA(K) �� [0, 1]A ���� �� W �
��� �
������ pr−1

A (V ) ∩ L = O(K) �� �
� 
����
�� ����
�	

		� 	� K� ����� O(K) �� ��

	��� ������ 	� U ��� U �� 	��� �� S� O(K) �� 	��� �� S� ?	
�	��
 O(K) ⊂ pr−1
A (V ) ∩ L ⊂

pr−1
A (W ) ∩ L ⊂ U �

#	� �� �
� ���� �	 �	������ �
� �
		� 	� $
�	
�� .� 0� ���� �	 �
	� �
�� �	
 ���
 �	���
x ∈ S/I ��� �	
 ���
 ����
�	

		� U 	� x �
�
� �3���� �� 	��� �������������� O(x) ���

�
�� x ∈ O(x) ⊂ U � $
� ����������� S �� :���	�� �	 �
�
� �3���� � ���� B(S) 	� �
� �	�	�	��
	� S �	�������� 	� ���������������� &���� �	
 x ∈ S/I \ {I} ��� �	
 ��� ����
�	

		� U 	�
x �
�
� �3���� �� 	��� �������������� O(x) ∈ B(S) ���
 �
�� x ∈ O(x) ⊂ U \ I ⊂ U �

8	
 �
� �	��� x = {I} ��� � ����
�	

		� U 	� {I} ��� �� �	�����
 �
� ����
�	

		�
q−1(U) 	� I �� S� 0� �
��� �	���
��� �� 	��� �������������� O ∈ B(S) ���
 I ⊂ O ⊂ q−1(U)�
$
�� �
� 	��� �������������� q(O) ���� ������� �
� �	�����	� {I} ∈ q(O) ⊂ U �

)� ������ ��	�� I =
⋃

n∈N
Kn �
�
� Kn �
� �	����� ������� 	� I ��� Kn ⊂ int(Kn+1)

�	
 ���
 n ∈ N� 2� :���� .� �
� �	������� K1 ���� �� � �	����� �������������� L1 ⊂ I�
?	
�	��
 �� :���� �� �
�
� �3���� �� 	��� �������������� O(L1) ⊂ S ���
 �	����� ��	��
�
O(L1) ���
 �
�� L1 ⊂ O(L1) ⊂ U � ����� I �� � ��	��� ����� �� S� O(L1)∪I �� � �	����� �	�����
������������ 2� :���� .� �
� �	����� ������ O(L1) ∪ K2 ���� �� � �	����� ��������������



L2 ⊂ O(L1) ∪ I ⊂ U � 2� :���� �� L2 ���� �� �� 	��� �������������� O(L2) ⊂ S ���

�	����� ��	��
� O(L2) ⊂ U �

/	�������� �� �
�� ��� �� �
��� �	���
��� ����������� ��������� (Ln) 	� �	����� �������%
�������� 	� S ��� (O(Ln)) 	� �
��
 ����
�	

		�� ���
 �
�� Kn+1∪O(Ln) ⊂ Ln+1 ⊂ O(Ln)∪I
��� Ln+1 ⊂ O(Ln+1) ⊂ O(Ln+1) ⊂ U � $
�� �
� 	��� �������������� O =

⋃∞
n=1 Ln ⊂ U ��

�
� ����
�� ����
�	

		� 	� I�

#	� �� �
��� �	���
��� �	�� �3������ �
	���� �
�� �
� �	�����	�� 	� �
� �	��� ��� σ%
�	��������� �� $
�	
�� . �
� ���������� =�
 ��
�� �3����� �
	�� �
�� �
� �	��� �	���������
����	� �� �������� �	 �
� @/��
%�	���������� ��� 
����� �
�� � �	�	�	����� ����� X �� ��	���

��
��	�	 �� X �� � Gδ%��� �� ��� ��	��%@/��
 �	������������	�� ��� �4� A5�B���

������� �� /	�����
 �
� 4%�������	��� !�������� ����� R
4 �� � �	�	�	����� �����������

���	��� ���
 �
� �		
���������� ��3����%	��
���	�� $
�
� �� � �������������� X ⊂ R
4

�	�������� � ��	��� ����� I ⊂ X ���
 �
�� X/I ���	��� ���
 �
� ��	����� �	�	�	�� �����
�	 �� � �	�	�	����� ������������ ?	
�	��
� �
� ����� X� ����� � Gδ%������ 	� R

4� �� @/��
%
�	�������

������ 2� T �� ���	�� �
� Gδ%������ T = {tn,m : 0 ≤ n ≤ m} ∪ t∞ 	� �
� ������ �
�
�
t∞ = {(0, 0)}� tn,m =

(
1

2m , 1
2n

)
� �	
 n, m ∈ N� ��� ���	��� ���
 � ����������� 	��
���	�

tn,m ∨ tk,l = max(tn,m, tk,l) = (max( 1
2n , 1

2k ), max( 1
2m , 1

2l ))� $
� ��� T �		�� �� �	��	��"

·······◦

······◦
·····◦ ····◦ ···◦·t∞

=���
�� �
�� T �� � �������������� 	� �
� ����� R
2 ���	��� ���
 �
� �		
���������� ��3%

	��
���	�� :�� S0 = {0,−2−n : n ≥ 0} �� �� ���
������ �������� �	���
���� �	 �
� �	���
c∞ = 0 ∈ S0� :�� �� �	�����
 �
� �
	���� X = T × S0 × N ���	��� ���
 �
� �����������
	��
���	�

(tn,m, ci, j) ∨ (tn′,m′ , c′i, j
′) = (max(tn,n′, tm,m′), max (ci, c

′
i) , max (j, j′)) .

$
� ��� X �� � �������������� 	� �
� !�������� ����� R
4 ���
 
������ �	 �		
���������� ��3%

	��
���	� ��� I = T×{0}×N �� � ��	��� ����� �� X� -��	�� �� q : X → X/I �
� ��	����� ���
��� ���	� X/I ���
 �
� ��	����� �	�	�	��� ���� �
� ��3���� �	�	�	�� ������ q �	�����	���
$	 ���	���
��� �
�� �
� ����������� 	��
���	� 	� X/I �� �	� �	�����	�� �� ({I} , {I}) ��
���� �
	���� �� 	��� ����
�	

		� U 	� I �� X ���
 �
�� �	
 ��� 	��� ����
�	

		� V 	�
I �� X� �
� �
	���� V ∨ V �� �	� �	������� �� U � :�� U = X \ {(tn,m, cm, n) : m ≥ n ≥ 0}
��� 	���
�� �
�� U �� �� 	��� ����
�	

		� 	� I�

����	�� �
�� V �� �� 	��� ��� �� X �	�������� I� �
�� V �� � ����
�	

		� 	� �
� �	���
(t∞, c∞, 1)� /	���������� �
�
� �
� n1, j1 ∈ N ���
 �
�� (tn,m, cj, 1) ∈ V �	
 ��� m ≥ n ≥ n1



��� j ≥ j1� ����� V �� � ����
�	

		� 	� �
� �	��� (t∞, c∞, n1)� �
�
� �3���� m1 ≥ max{j1, n1}
���
 �
�� (t∞, cj, n1) ∈ V �	
 ��� j ≥ m1� :�� �� �	�����
 �
� �
	���� 	� ��	 �	���� x =
(tn1,m1, cm1 , 1) ��� y = (t∞, cm1 , n1) �
	� �
� ��� V "

x ∨ y = (tn1,m1, cm1 , n1) /∈ U,

�
��
 ������� V ∨ V �⊂ U �

=�
 ��3� �3����� �����
� �� �������� � ������	� �	��� �� � � ���+�" �� S �� �	����� �	�����
�	�	�	����� �����
	�� ��� I �� � ��	��� ����� 	� S� �� S/I � �	�	�	����� �����
	��( �� �
�
�	��	���� �3����� S0 = {0,−2−n : n ∈ ω} �� �
� �	���
���� �������� 	� �
� �����

������� �� $
�
� �� � ����
��� ���	������� ����%	
��
�� ��� (B,≤) ���
 �
�� �	
 �
� ��	���
����
��� ����� I = B × N × {0} �� �
� �
	���� S = B × N × S0 �
� ��	����� S/I ����� �	 ��
� �	�	�	����� ������������ )��	� S �� ���
�'����� �	����� �	������ ��� �	����� �	��������

������ =� �
� ��� N
ω 	� ��� �����
 ��������� �� �	�����
 �
� �
�	
��
" (xn) ≤∗ (yn) ��

xn ≤ yn �	
 ��� ������������ ��
�� n� :�� B ⊂ N
ω �� � ������ 	� ���
������ ��������� �
��
 ��

���	����� �� N
ω ���
 
������ �	 �
� �
�	��
 ≤∗� $
� �����
 ����� �
�� �	
 ���
 (xn) ∈ N

ω

�
�
� �� (yn) ∈ B ���
 �
�� (yn) �≤∗ (xn)� 8	
 �3����� �� ��� ���� �	
 B ��� �
� ��� N
ω�

!��	� �
� ��� B ���
 �
� ����
��� �	�	�	�� ��� � ����%	
��
 ≺ ��� �	�����
 �
� ���
S = B × N × S0 ���	��� ���
 �
� ����������� 	��
���	�

(b, n, s) ∨ (b′, n′, s′) = (max (b, b′) , max (n, n′) , max (s, s′)) .

$
�� I = B × N × {0} �� � ��	��� ����� �� S ��� S �� � �	����� �	����� �	����� �	�������
���
�'���� ������

0� ����� �
�� �
� ��	����� �	�	�	�� 	� S/I �� �	� � ����������� �	�	�	��� 8	
 �
��
�	�����
 �
� ��	��� ������ F =

{(
b, n, 1

k

)
: k ≤ bn

}
	� S/I ��� 
����� �
�� �������� b = (bn)

	� B �
� ���������C� )������� �
�� �
� ��	����� �	�	�	�� �� � ����������� �	�	�	�� �� �	���
���� �� 	��� ����
�	

		� V ⊂ S/I 	� {I} ���
 �
�� V ∨ V ⊂ (S/I) \ F � 8	
 ���
 b ∈ B
��� n ∈ N ���� � �����
 k (b, n) ∈ N ���
 �
��

(
b, n, 1

k

) ∈ V �	
 ��� k ≥ k (b, n)� :�� a ��
�
� �������� ������� 	� B ���
 
������ �	 �
� ����%	
��
 ≺� ����� B �� ���	������ �
�
� �� �
�������� b = (bn) ∈ B ���
 �
�� (bn) �≤∗ (k(a, n))∞n=1� /	����������� �
�
� �� n ∈ ω ���
 �
��
bn > max (k(b, 1), k(a, n))� /	�����
 �
� �	����

(
a, n, 1

k(a,n)

) ∈ V ���
(
b, 1, 1

k(b,1)

) ∈ V � $
��


�
	���� ���� ���	�� �	 (S/I)\F � 2��
(
a, n, 1

k(a,n)

)∨(
b, 1, 1

k(b,1)

)
=

(
b, n, 1

max(k(a,n),k(b,1))

) ∈ F

�� �
� ��������	� 	� F ��� �
� ���������� bn ≥ max (k (b, 1) , k(a, n))�

$
� �	���
����	� 	� !3����� � ������� �
�� I ��� �� ����� 	� ��
�������� b ����� �	 �
�
�������� ��'� |B| 	� ������ B 	� N

ω �
��
 �� �	� �	����� ���
 
������ �	 �
� �
�	��
 ≤∗�
�� �� ����
 �
�� ℵ1 ≤ b ≤ c� $
� �	����	� 	� �
� ��
����� b 	� �
� ����
��� [ℵ1, c] �������
	� �	�� ���%�
�	
���� ��������	��� �� ��
������
� b = c ����
 ?�
��� )3�	� ��� �
�
� �
�
�	���� 	� D8/ ���
 ℵ1 = b < c �.���5���6��

�� �
�� �	���3�� 	�� �	��� ��� �� �
�
� �� �� �3����� 	� � �	����� �	����� ����������� S
��� � ��	��� ����
��� ����� I ⊂ S 	� �
� �������� �	������ ���	������� ��'� |I| = ℵ1 ���

�
�� S/I ����� �	 �� � �	�	�	����� ������������ $
� �����
 �� �	������ �� ℵ1 = b� &	����
� �
�
���� ��� �� �
	��� �� D8/ ��	���

=�
 ���� �3����� ���� 
��� �	�� ������	��� �����
��� $	 ����
��� �
�� ��� �� 	���
��
�
�� �� �����	� �	 �
� ��	����� �	�	�	�� � ����������� S/I ��

��� �� ����� ��	 	�
�
 ����
��



�	�	�	����� =�� 	� �
�� �� �
� ��
	����� �	�	�	�� 	� S/I ������ �
� ��	����� ��� q : S →
S/I �� ���� �� �
� ����������� 	��
���	� 	� S/I �	�����	��� $
�� �	�	�	�� ���� �� ������ ��	


����	�� �������� �� ��	 ���	���� $	������������� E���
 ��	 
����	�� �������� �� ��	 ���	����

:���	������������ �� ����
����� �
� ��
	����� �	�	�	�� 	� S/I ���
 �
�� S/I �� � :���	�
����������� ��� �
� ��	����� ��� q : S → S/I �� �	�����	���

������� �� :�� exp<ω (ℵ1) �� �
� ����������� 	� ��� ������ ������� 	� �
� ���	������� ��
�����
ℵ1 ���	��� ���
 �
� ����
��� �	�	�	�� ��� �
� ����������� ���	� 	��
���	� ∪� :�� S =
exp<ω (ℵ1)× S0� �
�
� S0 =

{
0, 1

n
: n ∈ N

}
�� � �	���
���� ��������� !��	� �
� ��� S ���


�
� ����������� 	��
���	� (A, y)∨ (A′, y′) = (A ∪ A′, min (y, y′)) ��� �	�����
 �
� ��	��� �����
I = exp<ω (ℵ1) × {0} �� S� $
��

�.� �
� ��	����� �	�	�	�� 	� S/I �� �	� � ����������� �	�	�	��7

��� �
� ��	����� �	�	�	�� 	� S/I �� �
� �����	
� 	� �	�	�	����� ������������ �	�� �	� �	������
���
 �
� ��	����� �	�	�	�� �� �
� �����	
� 	� :���	� �������������

������ �.� ����������� ℵ1 ���
 � ������ 	� [0, 1] �� ��� ���� � ���
�� d 	� ℵ1� ��
���� ℵ1 ���	
� ���
�� ����
���� ������ �� �
� ����������� S �	�����
 �
� ��	��� ������

F =
{({a, b} , 1

n

) ∈ S : a, b ∈ ℵ1, a �= b, 1
n
≥ d (a, b)

}

������� �
� ����� I� $
�� ��� �	�������� U = S \F �� �� 	��� ����
�	

		� 	� I� )�������
�
�� �
� ��	����� �	�	�	�� 	� S/I �� � ����������� �	�	�	�� �� �	��� ���� �� 	��� ���%
�
�	

		� V 	� I �� S ���
 �
�� V ∨ V ⊂ U � 8	
 ���
 ������� ({a} , 0) ∈ I ���� n (a) ∈ N

���
 �
��
({a} , 1

n

) ∈ V �	
 ��� n ≥ n (a)� $
�� �
� ��� ℵ1 ��� �� �
����� �� � �	�������
���	� ℵ1 =

⋃
n∈N

An� �
�
� An = {a ∈ ℵ1 : n(a) = n}� ����� ℵ1 �� ���	�������� �
� ��� An

�� ���	������� �	
 �	�� n ∈ N� 2���� �� ���	������� ������ 	� �
� ����
���� ���
�� �����
(ℵ1, d)� �
� ��� An �	������ ��	 �������� �	���� a, b ∈ An ���
 d (a, b) < 1

n
� $
�� �
� �	���({a, b} , 1

n

) ∈ F � =� �
� 	�
�
 
����
({a, b} , 1

n

)
=

({a} , 1
n

) ∨ ({b} , 1
n

) ∈ V ∨ V ⊂ U \ F �
�
��
 �� � �	��
������	��

��� �� 	
��
 �	 �
	�� �
� ���	�� ���� �� �
��� �	���
��� � ����������� �	�	�	�� τ 	� S/I
���
 �
�� �
� ����������� 	��
���	� ∨ : S/I ×S/I → S/I �� �	�����	��� ��� �
	� �
�� �
�
�
�� � τ %	��� ����
�	

		� U 	� {I} �� S/I �	�������� �	 �������������� W � {I}� 	��� ��
�
� ��	����� �	�	�	���

!��
 �	��� 	� �
� ��� S \{I} �� ��	����� �� τ � �
��� �
� ����
�	

		�� 	� �
� ����������
��
�	��� {I} 	� S/I �
� 	� �
� �	
�"

U(a,λ) =
{{I} ,

(
A, 1

n

)
: n ≥ aλ|A|} ,

�
�
� a, λ 
�� 	��
 ����
�� �����
��
:�� �� �
	� �
�� τ �� � ����������� �	�	�	��� �� 	
��
 �	 �
	�� �
� �	�������� 	� �
�

	��
���	� ∨ 	� (S/I, τ) ��3 � ���
 	� �	���� x0, y0 ∈ S/I ��� � ����
�	

		� U(x0∨y0) 	� �
��

�
	���� ��� �
	� �
�� �
�
� �3��� ����
�	

		�� V (x0)� V (y0) ���
 �
�� V (x0) ∨ V (y0) ∈
U(x0 ∨ y0)�

�� x0 = y0 = x0 ∨ y0 = {I}� �
�� �� ��� ���� a, λ ∈ N ���
 U(a,λ) ⊂ U(x0 ∨ y0)� :�� b = a
��� µ = λ2� 0� ����� �
�� V(b,µ)∨V(b,µ) ⊂ U(a,λ)� ���� �	
 ��� ��������

(
A, 1

n

)
,
(
B, 1

m

) ∈ V(b,µ)

�
��
 �
	����
(
A∪B, 1

max(n,m)

)
���	��� �	 U(a,λ)� )����� �
�� |A| ≥ |B|� $
�� max(n, m) ≥

n ≥ bµ|A| = b(µ2|A|)
1
2 ≥ b(µ|A∪B|)

1
2 = b(µ

1
2 )|A∪B| = aλ|A∪B| ��� �
��

(
A ∪ B, 1

max(n,m)

) ∈
U(a,λ) ⊂ U(x0 ∨ y0)�



�� x0 =
(
A0,

1
n0

) �= {I} ��� y0 = {I}� �
�� ��� V (x0) = {x0} ��� V (y0) = U(b,µ)�

�
�
� b = max(n0, aλ|A0|) ��� µ = λ� $��� ��� y = (B, 1
m

) ∈ U(b,µ) ��� �	�����
 �
�
�
	���� x0 ∨ y =

(
A0 ∪ B, 1

max(n0,m)

)
� =���
�� �
�� max(n0, m) ≥ m ≥ bµ|B| ≥ aλ|A0|λ|B| =

aλ|A0|+|B| ≥ aλ|A0∪B|� �	
(
A0 ∪ B, 1

max(n0,m)

) ∈ U(a,λ)�
$
�
��	
� τ �� � ����������� �	�	�	��� �� �	��	�� �
	� �
� ��������	� �
�� �
� ��	�����

�	�	�	�� τ ′ 	� S/I �� �
� �����	
� $	������������ �� ��
	���
 �
�� τ � $
�� ������� �
��
���
 ��� U(a,λ)� a, λ ∈ N� �� 	��� �� τ ′� )������� �
�� τ ′ �� � :���	� �	�	�	�� �� �	���
���� �� 	��� �������������� L ⊂ U(1,2) �	�������� �
� �	��� {I}� 8	
 ���
 a ∈ ℵ1 �� ���
���� n (a) ∈ N ���
 �
��

({a} , 1
n

) ∈ L �	
 ��� n ≥ n (a)� 2������ 	� ���	���������� 	� ℵ1�
�	
 �	�� n ∈ N �
� ��� An = {a ∈ ℵ1 : n (a) = n} �� ���	�������� $��� ��� ������ ������
F ⊂ An 	� ��'� |F | > n� $
��

(
F, 1

n

)
�� �
� �
	���� 	�

({a} , 1
n

)
� a ∈ F � �� �
� ����������� L�

/	����������
(
F, 1

n

) ∈ L ⊂ U(1,2) ��� n > 2|F | > 2n� �
��
 �� � �	��
������	��

��������� ����!"� $
� ���
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	���� �
� �
��������	� ��� ���	 �	 
�

���������� ������
 $�=�2����
 �	
 �������	�� 
������ �	������� ��� ��������	��
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P� ���X��� ^�� !
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