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The locally graded p-groups G in which for some fixed cyclic subgroup A each subgroup
H ⊇ A has a complement are investigated.
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 ��
� �	 
�� ���� ��� 	���� 	� t �8
��

2m ����� m ∈ N� 7�� u �� � ������ 	�����	� �������� �	 ��� ��
�
 {a1, a2, ..., an} 	� A �����
�� ��� �8
���	�
> u(a1) = a1" u(ai) = t1−i(ai) �	� i > 1�

$�( 2� 
���� �	� ��	�� 
	�� ������	�
 ������� t ��� u�

tut = u. $�(

%	� �� i < n ���� tut(ai) = tu(ai + ai+1) = t(u(ai) + u(ai+1)) = t(t1−i(ai) + t−i(ai+1)) =
t1−i(t(ai)+ ai+1) = t1−i(ai + ai+1 + ai+1) = t1−i(ai) = u(ai)� ,� i = n ���� tut(an) = tu(an) =
t(t1−n(an)) = t1−n(t(an)) = t1−n(an) = u(an)" �
 ��8
�����



,� �
 ��
��� 
��� ����

t−1ut−1 = u, $#(

tjutj = u, j ∈ Z, $+(

utu = t−1. $1(

%	� �� 1 < i ≤ n" ���� utu(ai) = ut(t1−i(ai)) = ut2−i(ai) = ti−2(t2−iut2−i)(ai) = ti−2u(ai) =
ti−2(t1−i(ai)) = t−1(ai)� ,� i = 1 ���� utu(a1) = ut(a1) = t−1(tut(a1)) = t−1(u(a1)) = t−1(a1)�
-�
	

u2 = 1 $3(

%	� 	� 	�� ���� utut = u(tut) = uu = u2� ?� ��� 	���� ���� utut = (utu)t = t−1t = 1�

$��( 7�� T = 〈t〉 ��� ��� U = 〈u〉" F = T � U � ��� ��	
� F �
 �
	�	����� �	 ��� ��������
��	
� ��� �
 � 

���	
� 	� � �
�� ������ ��	
� 	� �	�'
���
��� 	�����	�
 ������ �� 
���� A�

$���( 7�� k ∈ N" 1 ≤ k ≤ n" ��� ��� Ak �� � 
��� 	� {a1, a2, ..., ak}� 2� 
�	� ���� ���� ��
r, i ∈ N ��� r + i < n� ���� tr(ai) ∈ Ar+i� 2� ��	���� �� ���
���	� 	� r� ,� r = 1" i + 1 < n
���� t(ai) = ai + ai+1 ∈ Ai+1� �	� 

��	
� tr(ai) ∈ Ar+i" ���� �
 tr(ai) =

∑r+i
j=1 ijaj� *����

tr+1(ai) = t(tr(ai)) = t(
∑r+i

j=1 ijaj) =
∑r+i

j=1 ijt(aj)� ����� t(aj) ∈ Aj+1 ��� 1 ≤ j ≤ r + i < n"

�	� ��� j" t(aj) = aj + aj+1 ∈ Ar+j+1" 1 < j + 1 ≤ r + j + 1� ���
 ������
 tr+1(ai) =∑r+i
j=1 ijt(aj) ∈ Ar+i+1" �
 ��8
�����

$��( 7�� k ∈ N" k < n� ��� �
������ Ak �� ����
���� 
������� �� �����
 ���
���
 tk−1u�
%	� �� k = 1 ��� ��

�� �
 ������� 
���� tk−1u = u" A1 = 〈a1〉" u(a1) = a1� 7�� k > 1@ i ≤ k�
���� tk−1u(ai) = tk−1(t1−i(ai)) = tk−i(ai)� <���

� 	� $���( tk−i(ai) ∈ Ak−i+i = Ak� ��


tk−1u(ai) ∈ Ak ��� ������	�� ��� �����
 	� ��� ��
�
 ����	�
 {a1, a2, ..., ak} 	� Ak ���	�� �	
Ak ��� ����� Ak �
 ��������� �������� �	 ��� 	�����	� tk−1u�

$�( ,� ���� �	��	�
 �� 
���� �	�
��
�� �� ������� 	� � ��	
� ���� ��� �	�������� �������


���	
� 

�� ���� ����� 

���	
� �	�������� ��� ����� ������ 

���	
� ��
 � �	��������
�� ��� ��	
��

7�� A �� �� ���������� ������� ��	
� 	� ���! n> A = 〈a1〉 × 〈a2〉 × · · · × 〈an〉 ���
��� G = A � F ����� F �
 � �������� ��	
� ������� �� $��(� ��� ��	
� G �
 ���������
�� a1, a2, ..., an, t, u ���� ��� �	��	���� ������	�
> a2

i = 1" i = 1, 2, ..., n@ u2 = 1" ts(m) = 1"
s(m) = 2m" aiaj = ajai@ t−1ant = an" t−1ait = aiai+1" i < n@ ua1u = a1" uaiu = ti−1ait

1−i"
i > 1@ utu = t−1� ��� 

���	
� A �	���
�	��
 �	 ��� ����	� 
���� A �	�
������ ��	�� �����
��� ����	� 	� ��� ������ 	�����	�
 t ��� u 	� ��� ����	� 
���� �	���
�	��
 �	 ��� �	�=
����	�
	� �������
 	� A �� t ��� u� ?���	

��" |G| = |A||F | = 2n|T ||U | = 2n2m2 = 2m+n+1�

7�� D = A � U � ���� �� �
 ����� ���� G = TD ��� T ∩ D = 1�

$��( 2� 
�	� ���� ���� ����� H ≤ G 

�� ���� H ⊇ T ��
 � �	�������� �� G� ,� u ∈ H
���� 
���� t ∈ H " �� 	����� F ⊆ H " ����� �� 7���� � H ��
 � �	�������� �� G� ,� u �∈ H "
H ∩D � A ���� 
���� |D : A| = 2" 	���	

��" D = A(H ∩D)� ����� A �
 ���������� �������"
���������" �	� 
	�� C ≤ A" D = C(H ∩ D) ��� C ∩ (H ∩ D) = 1�  	�
�8
�����" ����

�
	� G = HD �� �
 ����� ���� C �
 � �	�������� �	 H �� G� ��� �	�
�������	� 	� u /∈ H "
H ∩ D ⊆ A ��8
���
 �	 �
�����
� ��� �	��	���� �����	

 ��

���

$���( 7�� Vk ≤ A �� ��������� �� {ak+1, ak+2, ..., an}� ,� ������
��� V0 = A" Vn = {1}� #�
B �� ����
���� 
������� �� t �
�	
�
� �� A ���� B = Vk ��
 ���� k�



��	� ���
� ���� [B, t] = {[b, t]E b ∈ B} �
 �� ��������� �������� �	 ��� ������� t 

���	
�
	� A� ����� A �
 ������� ��� ��������� �������� �	 t �	� ��������� b1" b2 ∈ B ⊂ A" �� �	��	�

[b1, t][b2, t] = [b1b2, t] ∈ [B, t]� ,� b ∈ B ���� [b, t][b, t] = [b2, t] = [1, t] = 1�  	�
�8
�����
[b, t]−1 ∈ [B, t]� *���� [B, t] ≤ A� ,� b3 ∈ [B, t] ���� b3 ∈ B" [b3, t] ∈ [B, t] ��� [B, t] �

��������� �������� �	 t�

�
��	
� ����� ���
�
 ��������� �������� �	 ��� ������� t B ≤ A 

�� ���� B �= Vk� 7�� B ��


�� � ��	
� 	� ��� ���
� 	����� ����� B �= Vn, B �= Vn−1 ����� ���
�
 x ∈ B" x = ai

∏
j>i a

ε(j)
j "

ε(j) ∈ {0, 1}" i < n" ����� i �
 ��� ���
� ����� 	� ��� �	

���� ������
 �	� �������
 �� B� -

�� ���� ������� ��	��� [B, t] �
 ��������� �������� �	 t ��� 
���� G �
 ����	����" [B, t] < B�

<� ��	��� 	� B" [B, t] = Vk �	� 
	�� k�  	�
���� [x, t] = [ai

∏
j>i a

ε(j)
j ] = [ai, t]

∏
j>i [a

ε(j)
j , t] =

ai+1

∏
j>i a

ε(j)
j+1 ∈ [B, t]� ������	�� [B, t] � Vk �	� k > i� *���� [B, t] = Vr �	� r ≤ i� �����

��� ����� i �
 ��� ���
�" B ⊂ Vi−1 ��� �� ��� �������� 	������� [B, t] ⊂ Vi� ����� [B, t] = Vr

���� r ≤ i" �� ���� [B, t] = Vi� *���� �� �	��	�
 ����
∏

j>i a
ε(j)
j ∈ [B, t] ⊂ B ��� ������	��

ai = x(
∏

j>i a
ε(j)
j )−1 ∈ B� ��

 B ⊃ [B, t] = Vi ��� ai ∈ B�  	�
�8
����� B ⊃ Vi−1�

������	�� B = Vi−1� ��

 ��� ��������� �������� �	 t 

���	
� 	� A �	������
 ���� 
	�� Vk�

$����(  	�
���� ��� ��
� H ∩D ⊆ A� 7�� H ∩D = H ∩A = B� ����� A � G �� �;" 7����
��:� H = B � T � <� $���( B = Vk �	� 
	�� k�

 	�
���� L = Ak � 〈tk−1u〉 ��� 
�	� ���� L �
 �	����������� �	 H �� G� ,����� ���

�
 
	" �	� �� y ∈ H ∩ L ���� y = (tk−1u)σb, b ∈ Ak� ,� σ = 0 ���� y ∈ H ∩ A = B = Vk� ?�
��� 	���� ���� y ∈ L = Ak � 〈tk−1u〉�  	�
�8
����� y ∈ Vk ∩ L = 1, y = 1� ,� σ = 1 ����
y = tk−1ub ∈ H � ����� t ∈ H " �� ���� ub ∈ H ∩ D ⊆ A� ������	�� u ∈ A�  	���������	��
���
 ������
 �� ��� ��
� H ∩ L = 1� %
������	�� |HL| = |H||L| = |BT ||Ak〈tk−1u〉| =
|B||T ||Ak||〈tk−1u〉| = 2n−k2m2k2 = 2n+m+1 = |G|� ��

 G = HL ��� H ∩ L = 1� ��

 ��
��� ��
� ��� 

���	
� H 	� G ���
 ���� � �	�������� �� G�

$��( 7�� W = G′� ����� [u, t] = ut−1ut = (utu)−1t = (t−1)−1t = t2" �� �	��	�
 ���� t2 ∈ W �
%
������	�� [t, ai] = ai+1 ���� 1 ≤ i ≤ n−1� ������	�� V1 ⊂ W ����� ������
W = V1�〈t2〉�
 	�
���� ��� �	��� ������� 
����
 	� W > W = W0 ⊃ W1 ⊃ W2 ⊃ ... ⊃ Ws ⊃ Ws+1 = 1� �����
t2 ∈ W ��� [t2, ai] = t−2ait

2ai = t−1(t−1ait)tai = t−1aiai+1tai = aiai+1ai+1ai+2ai = ai+2@
2 ≤ i ≤ n−2 �� ���� aj ∈ W1, j ≥ 4� ��

 V3 ⊂ W1� ��������� V5 ⊂ W2" V7 ⊂ W3, ..., V2k+1 ⊂
Wk� *���� �	� k < [n

2
] Wk �= 1� ������	�� G′ ��� �� ����	���� 	� �� ��������� ����� ���

�

���"�&� ,� ����" �� ��� ��		� 	� ���	��� + �	� �� ��������� n ∈ N �� ���� �	�
��
����
��� �	������ ��	
� G 

�� ���� �	� 
	�� ��
 

���	
� T = 〈t〉 ����� 

���	
� H ⊇ T ��
 �
�	�������� �� G ��� G′ �
 ����	���� 	� ���

 [n

2
]�
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