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It is proved that a simple Bezout domain is an elementary division ring if and only if this

domain is 2-simple.

According to Kaplansky’s definition, a ring R is an elementary division ring if every matrix

over R is equivalent to a diagonal matrix with condition of complete divisibility of the diagonal

elements. There are quite a few examples of noncommutative elementary division rings.
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����������R ������ ��¡¡����¢�£�� ������¡1 6= 0¤¥¦�§��̈��̈ © §Rn
������

n× n ��¢©��¡ª� � �¢���������R,
�̈  © §GLn(R) «©¬�¬ �����������Rn. ­����®���̄ ¢̈�n×m ��¢©���A = (aij)

��§°£� ¢¡±���«�������²̄ ¡��aij = 0 ��±£¡ ³i 6= j.�́¢©��°A �B ����������R ��§�£µ�ª�£�£�� �¢�°��¶£�¦�§��̈ ��±³A ∼ B·̄ ¡�����R
¡¬̧  ¡¢£¬¹¢�¦©�¢��° ��¢©��°P �Q

¡��¢£ ¢¡¢£¬¹̧�³©�§� ©�£¢��� ̄ ¢̈�
B = PAQ. º�����R ��§°£� ¢¡±�������ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²̄ ¡���¹¦�±��¢©�®�����R

ª�£�£�� �¢��� ��¢�©�²������̈ ¡�����«�������²��¢©�� ̄¢¤ ¤���«�����®��²��¢©�� dij,
��±��¢�©�²Rdi+1,i+1R ⊆ diiR ∩ Rdii

��±£¡ ³i¯�©�ª¢��£��¹̈ �� 
Rdi+1,i+1R ⊆ diiR∩Rdii

�§��̈� ¢̄ ¢̈�ª� � �¢dii
±£�± ¢¡±����°�� ��¢ � �ª� � �¢�

di+1,i+1 »¼½¤­�������̄ ¢̈�������R ±£�± ¢¡±�©�£°�¶� £°�·ª©��¢�£°�̄ ¡���¹¦�±
1×2(2×1) ��¢©������R

�¦���� ¢���«�������²© �¬��� ²¤º�����̄��¢�©� ±£�± ¢¡±
�©�£°��� £°�ª©��¢�£°�̄��§°£� ¢¡±ª©��¢�£°��������¤¾�«��¡��»¿½̄ ������R��§°£� ¢¡±�������¡¢�¦�����«�©��«�¼̄ ¡���§aR + bR = R

¡� �¬ ¢¡¬̧  ¡¢£�£��� 
ª� � �¢�t ∈ R¢���«�̄ ¢̈�(a+bt)R = R.

����������À §¬������ �������̄£��¢�©���¹¦�²����¡¢�©����²��� ̈����©�Á� ��°²�� ��±£�± ¢¡±«��£�°�¤�¬¡¢�R Â�©�¡¢� ������̄¢�«��RaR = R ��±�¹¦�«�� �¬� £�«�a ∈ R. ¥¢¡¹��̄
��¡�����¬1 ∈ R,

¡¬̧  ¡¢£¬¹¢¢��� ª� � �¢°u1, . . . , un, v1, . . . , vn ∈ R, ¢̈�u1av1 + · · ·+
unavn = 1. Ã¡����±£¡ ³� �¬� £°³ª� � �¢�£a ∈ R ��²� ¢¡±¢��� ��¢¬©�����  �̈®¡��n, ¢̈�u1av1 + · · · + unavn = 1 ��±� ��¢�©°³ª� � �¢�£u1, . . . , un, v1, . . . , vn ∈ R,
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�©�̈ � �̈¡��n ±£�± ¢¡±���� ��	���§£¡ ³£�§��Á�°³̄¢�«��������R ��§°£�® ¢¡±n®�©�¡¢°�»
½¤�»�½����§���̄ ¢̈�������Pn, «� P Â��� ̄ n®�©�¡¢� ̄ ��� 
(n−1)®�©�¡¢� ¤�©�� ©��
®�©�¡¢�«���������Á ¢¡�¬Á�¢����� © �������� �������¢n®���� © ���©�£���²»�½¤3����������������R ���� !��n"#$%�!%&%

'�(�!)*+!%,-(-���*
'./0� 1 2"

!%�a1, a2, . . . , an ∈ R
�34 �!�3*!0� 1 2!.u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn ∈ R, !(5� +6!%

u1a1v1 + u2a2v2 · · · + unanvn = 1.
789:;:<=>?@<A8BC�����ª� � �¢°a1, a2, . . . , an

� �¬� £°  �R Â�¦��¡¢�̄ ¢�
a1 · a2 · · ·an 6= 0, ��ª¢��¬Ra1 · a2 · · ·anR = R.

��¡�����¬R Ân®�©�¡¢� ������̄¢�¡¬̧  ¡¢£¬¹¢¢��� x1, x2, . . . , xn¯y1, y2, . . . , yn ∈ R¯ ¢̈�
x1a1a2 · · ·any1 + x2a1a2 · · ·any2 + · · ·+ xna1a2 · · ·anyn = 1.

Ã¡���¦�§��̈�¢�x1 = u1 ā2 · · ·any1 = v1
¯x2a1 = u1

¯a3 · · ·any2 = v2 .̄ . . ¯x1a1a2 · · ·an−1 =
un¯yn = vn,¢����¬̈��u1a1v1 +u2a2v2 · · ·+unanvn = 1, ¢̈��¢© ¦�£���¡�����§�¢�¤
7����DE��F$%�!(�%'�(�!)G H3���� !��%'�(�!)*0� 1 2!($2./- ��! � &!%,-(
�!%�)5%!%,-(+5%,-(%2(I"#$%�!(�J
789:;:<=>?@<A8B�¬¡¢�R Â�©�¡¢�±�¦��¡¢�ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²�a Â�©��§®£����°²� �¬� £�²ª� � �¢�§R¤��¡�����¬R Â�¦��¡¢�ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²̄¢�
��±��¢©��°(

a 0
0 a

)¡¬̧  ¡¢£¬¹¢¢��� �¦©�¢��° ��¢©��°P = (pij) ∈ GL2(R), Q =

(qij) ∈ GL2(R)�¢���±��¢©���
(

z 0
0 b

)

,«� RbR ⊆ zR∩Rz, ¢̈���  ¢� ¡¢�©�£ �¡¢£�
(

a 0
0 a

)

P = Q

(

z 0
0 b

)

. (1)

C�����R Â�©�¡¢�±�¦��¡¢�̄¢�£�§��Á�°�£�¡�¬̈�±K b = 0 ���z Â�¦©�¢��°²ª� � �¢�¦��¡¢�R. Ã¡��b = 0, ¢�¡�«��¡��¶¼·���¬̈��
ap12 = 0, ap22 = 0. (2)

�¡��¬¢�«�̄ ¢̈�R Â�¦��¡¢��a 6= 0¯�§¶
·¡� �¬ ¢p12 = 0 �p22 = 0, ¢̈�� £�§��Á��̄¢�����P ∈ GL2(R).
��ª¢��¬z Â�¦©�¢��°²ª� � �¢R. ¾¢�̈��¡¢�¹��ª�£�£�� �®¢��¡¢���¢©����Á��¡̈�¢�¢�̄ ¢̈�z = 1. C�«���§¶¼·��  �

ap11 = q11, ap21 = q21. (3)

��¡�����¬Q ∈ GL2(R), ¢�Rq11 + Rq22 = R,
�¢�¬��uq11 + vq21 = 1 ��±� ��¢�©°³

u, v ∈ R. C�«��¡�«��¡��¶L·���¬̈��uap11 + vap21 = 1, ¢¤ ¤ª� � �¢a ±£�± ¢¡±
®
�©�¡¢°�¤­ �¦³�����¡¢�����§���¤
C � ©��¬¡¢�R Â
®�©�¡¢�±�¦��¡¢�À §¬�AÂ�©��§£�����±2× 2 ��¢©������R.M§£ ¡¢��̄ ¢̈��¦��¡¢�À §¬±£�± ¢¡±�¦��¡¢�¹N©��¢�»¼½̄ ��ª¢��¬¡¢�̈��¡¢�¹��ª�£�®£�� �¢��¡¢���¢©����Á �¡̈�¢�¢�̄ ¢̈�A Â¢© ¬«�����±��¢©���¤Ã¡��A ��  ¢£��

(

a 0
b 0

) ���(

a b

0 0

)��±� ��¢�©°³a, b ∈ R,¢���¡�����¬RÂ�¦��¡¢�À §¬»¼½̄ �̈ ®
£����̄ ¢̈���¢©���A

ª�£�£�� �¢����¢©�� (

d 0
0 0

) ��±� ��¢�©�«�d ∈ R.
�́¢©���
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A ¢��Á ��Á ¢�� ¢�¡� �¬¹̧�²£��KA =

(

a 0
b c

)

, «� a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0.
��¡����®

�¬�¦��¡¢�À §¬±£�± ¢¡±�¦��¡¢�¹¥©ª»¼½̄ ¢���±� �¬� £°³ª� � �¢�£a, b ∈ R ��Á����²¢�¢��� x, y ∈ R, ¢̈�bx = −cy 6= 0. C�«����±��¢©��°A
¡¬̧  ¡¢£¬ ¢��¢©���

T ∈ R2
¢���±̄ ¢̈�AT =

(

d 0
0 k

) ��±� ��¢�©°³� �¬� £°³ª� � �¢�£d, k ∈ R¤�
��̈ ¡¢£ ��¢©��°T ��Á��£°¦©�¢�̄���©�� ©̄��¢©��¬T =

(

x 0
y 1

)

.
N� � �¢°d, k

� �¬� £° ̄¢�«��¡�«��¡���© ���Á ��¹¼£ ©��©�£ �¡¢£�
u1dv1 + u2kv2 = 1. (4)


�£ �¡¢£�¶�·��Á��§���¡�¢�¡� �¬¹̧���¦©�§��
(

u1 u2

)

(

d 0
0 k

) (

v1

v2

)

= 1.

�¡��¬¢�«�̄ ¢̈�u1R + u2R = R �R ������N©��¢�̄¡¢©��¬(u1 u2)
��Á�������®

��¢����¦©�¢���²��¢©��°U ∈ GL2(R) »¼�½¤�¬¡¢�T

(

v1

v2

)

=

(

w1

w2

)

. C�����
(

u1 u2

)

A

(

w1

w2

)

= 1,¢�Rw1 +Rw2 = R, ��ª¢��¬¡¢��¦ �
(

w1

w2

) ��Á���������¢�

���¦©�¢���²��¢©��°W ∈ GL2(R) »¼�½¤C�«��UAV =

(

1 ∗

∗ ∗

)

.
N� � �¢�©�°��

�© �¦©�§�£���±��¡¢��¦��£�¡¢©����¢©��¬UAV �©�£�����£��¬
(

1 0
0 ∆

)

, ¢¤ ¤
��¢©���A

ª�£�£�� �¢��������̈ ¡�����«�������²��¢©�� ¤M��¬���±��©�§� ©����¢©��°§�£ ©	� ¢����§�¢ ��¡¢£�¢ �© �°¼¤
C �© ������§��������¡¢�¹¤

�¡¡��¢©��¡�¬̈�²�©�¡¢�²�¦��¡¢�À §¬¡¢�¦�����«�©��«�¼¤

5������������º�����R ��§°£� ¢¡±98>?�8��:;����@98�8̄ ¡����±�¹¦°³� �¬®� £°³ª� � �¢�£a, b ∈ R
¡¬̧  ¡¢£¬¹¢ª� � �¢°s, t ∈ R ��¦©�¢��°²ª� � �¢u ∈ U(R)¢��� ̄ ¢̈�as + ubt = 1.

¥¢� ¢��̄ ¢̈�¢��� ������£� ©£° ��®£������¬©�¡¡��¢©�£���©��¤�¤¾¤º�§�®��©¡��²»�½¤3������������I"#$%�!(�%'�(�!)�!('��)2%,%$(2,(����� !��%'�(�!)*�(H�1�$"
�5%,%J
789:;:<=>?@<A8B�¬¡¢�R


®�©�¡¢�±�¦��¡¢�¤¾�«��¡���© ���Á ��¹¼��±�¹¦°³� ®�¬� £°³ª� � �¢�£a, b ∈ R
¡¬̧  ¡¢£¬¹¢u1, u2, v1, v2 ∈ R ¢��� ̄ ¢̈�u1av1 + u2bv2 = 1.

C�«��u1aR + u2bR = R. C�����R Â������¡¢�¦�����«�©��«�¼̄¢�¡¬̧  ¡¢£¬ ¢x ∈ R,��±��¢�©�«�u1a + u2bx Â�¦©�¢��°²ª� � �¢������¤¥¢¡¹��Ra + Rbx = R. �̈�®¢°£�±̄ ¢̈�R Â������¡¢�¦�����«�©��«�¼̄���¬̈��a+ybx = uÂ�¦©�¢��°²ª� � �¢
R ��±� ��¢�©�«�y ∈ R. ¥¢¡¹��aR + yR = R.

N� � �¢as + y = w ��±� ��¢�©�«�
s ∈ R Â¢��Á �¦©�¢��°²ª� � �¢������R. ¥¢¡¹��y = w − as ���±�����«�y�§©�£ �¡¢£�a + ybx = u ���¬̈��a + wbx − asbx = a(1 − sbx) + wbx = u. ¥¢¡¹��
a(1 − sbx)u−1 + wbxu−1 = 1, ¢¤ ¤as + wbt = 1 ��±� ��¢�©°³s, t ∈ R ��¦©�¢���«�ª� � �¢�w ∈ R,

�§��̈�¢R Â�¦��¡¢�º�§���©¡��«�¤�© ���Á �� ����§���¤
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��� ¢��̄ ¢̈��¦��¡¢�º�§���©¡��«�¢��Á ±£�± ¢¡±
®�©�¡¢�²¤º��¡� �¡¢£� ¢ �®© �°¼���¬̈��¡� �¬¹̧�²© §¬��¢�¢¤
7����DE��F$%�!(�%'�(�!)G H3�!('��)2%,%$(2,(����� !��%'�(�!)*0� 1 2!($"
2./- ��! � &!%,-(�!%�)5%!%,-(+5%,-(%2( �!)%'�(�!)*�(H�1�$�5%,%J
� �©��¡ �»¼�½����§��̄ ¢̈���� ����̈��®© «¬�±©�°���������¹¦�±��¢©���ª�£�®£�� �¢�����«�������²¤�°±¡���̄��«���©�¡¢�  ����̈��®© «¬�±©�� ������±£�± ¢¡±�������ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²¤

7����DE��I"#$%�!%  -�2�62%"$ ,3��$2% 5%�)�%���� !��5%�)�%10� 1 2!($2./
- ��! � &J
789:;:<=>?@<A8BC�������� ����̈��®© «¬�±©�°���������¹¦�±��¢©���ª�£�£�®� �¢�����«�������²»¼¼½̄ ¢�£¡��¬»¼½��±����§�¢ ��¡¢£�¢ �© �°��¡¢�¢�̈������®
§�¢�̄ ¢̈���¢©���(

a 0
0 b

)

, «� a, b ∈ R
�¦���� ¢������̈ ¡�����«�������²© �¬®

��� ²¤¾�«��¡��»¼¼½��±ª� � �¢�£a �b
¡¬̧  ¡¢£¬¹¢�¦©�¢��° ª� � �¢°u, v ∈ R �

�� ���¢ �¢°e, f ∈ R ¢��� ̄ ¢̈�e = au, f = bv. C�«��
(

a 0
0 b

) (

u 0
0 v

)

=

(

e 0
0 f

)

.

���±¢��̄ ¢̈�(

u 0
0 v

)

∈ GL2(R).
��ª¢��¬¡¢�̈��¡¢�¹��ª�£�£�� �¢��¡¢���¢©��

��Á �¡̈�¢�¢�̄ ¢̈���	���¢©�����  ¢£��(

e 0
0 f

)

, «� e2 = e �f 2 = f.

¾�¬̈�²̄��«��e = 0 ���f = 0¯¢©�£�����°²¤
�¡¡��¢©��¡��̈���¡�¬̈�²̄��«��
ef = fe = 0 �����Á �̄ ¢̈�eR + fR = (e + f)R �Re + Rf = R(e + f).� ²¡¢£�¢ ����
e = (e+f)e, f = (e+f)f, e = e(e+f), f = f(e+f).¥¢¡¹��eR ⊆ (e+f)R, fR ⊆ (e+f)R,������«�̈��Re ⊆ R(e + f), Rf ⊆ R(e + f). ¾� ��£�¢ ����eR + fR ⊆ (e + f)R �
Re + Rf ⊆ R(e + f). C�����e + f ∈ eR + fR, e + r ∈ Re + Rf, ¢�(e + f)R ⊆ eR + fR�R(e + f) ⊆ Re + Rf. ¥¢�¬��Re + Rf = R(e + f) �eR + fR ⊆ (e + f)R. C�«��

(

1 0
−f 1

) (

0 1
0 1

)(

e 0
0 f

) (

1 0
1 1

) (

1 −f

0 1

)

=

(

e + f 0
0 0

)

.

C�����¦©�§����¢©���
(

e 0
0 f

) ª� � �¢�©�°���© �¦©�§�£���±��¡¢©���¡¢��¦��£

�©�£���¢¡±�£��¬
(

e + f 0
0 0

)

.

Ã¡��Á ef 6= 0 ���fe 6= 0, ¢�¢�«��£R
¡¬̧  ¡¢£¬¹¢ª� � �¢°x, y ∈ R ¢��� ̄

¢̈�ex + yf = u Â�¦©�¢��°²ª� � �¢R.� ²¡¢£�¢ ����̄ ¡��ef 6= 0, ¢�RefR = R.��¡�����¬R ±£�± ¢¡±
®�©�¡¢°��������̄¢���²�¬¢¡±u1, u2, v1, v2 ∈ R ¢��� ̄ ¢̈�
u1efv1 + u2efv2 = 1. Ã����̈��®© «¬�±©�� ������Âª¢�������¡¢�¦�����«�©��«�¼
»¼¼½̄ ��ª¢��¬�§©�£ �¡¢£�u1eR + u2efR = R ���¬̈��̄ ¢̈�u1ex + u2ef Â�¦©�¢��°²ª� � �¢R��±� ��¢©�«�ª� � �¢�x ∈ R. ¥¢¡¹��Rex+Rf = R,������«�̈��ex+fyÂ�¦©�¢��°²ª� � �¢R. Ã¡��ef = 0, ��fe 6= 0, ¢��©�£���������«�̈�° ©�¡¡¬Á� ��±��±ª� � �¢�fe.�¬¡¢�ex + yf = u Â�¦©�¢��°²ª� � �¢R. C�«��

(

0 1
1 y

) (

e 0
0 f

) (

1 x

0 1

)

=

(

0 f

e ex + yf

)

.
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C�����ex + yf = u Â�¦©�¢��°²ª� � �¢R, ¢���¢©���
(

0 f

e u

)

,
�§��̈�¢���¢©�®

��(

e 0
0 f

) ª�£�£�� �¢���¢©�� (

1 0
0 ∆

) ��±� ��¢�©�«�ª� � �¢�∆ ∈ R. C����
�¦©�§���°����§���̄ ¢̈�R ±£�± ¢¡±�������ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²¤C �© ������®§���¤
��¡¢�¢�̈�° ¬¡��£�±̄�©���¢�©°³�©�¡¢�  ����̈��®© «¬�±©�� ������±£�± ¢¡±�������ª� � �¢�©�°³� ��¢ � ²̄�¢�¦©�Á �°£»¼
½¤
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