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The separate continuity topology is considered and some its properties are investigated.
With help of these properties a generalization of Sierpinski theorem on determination of a real
separately continuous function by its values on a dense set is obtained.

В. В. Михайлюк. Топология раздельной непрерывности и одно обобщение теоремы Сер-
пинского // Математичнi Студiї. – 2000. – Т.14, №2. – C.193–196.

Рассматривается топология раздельной непрерывности и исследуются некоторые еë
свойства, с помощью которых обобщается теорема Серпинского о том, что действительная
раздельно непрерывная функция полностью определяется своими значениями на произ-
вольном плотном множестве.

Вiдомо, що кожна неперервна функцiя f , яка дiє з топологiчного простору X в га-
усдорфовий простiр Y повнiстю визначається своїми значеннями на довiльнiй всюди
щiльнiй множинi в X. Природно виникає питання: коли такою ж властивiстю володi-
ють функцiї, що задовольняють умови ослабленої неперервностi, наприклад, нарiзно
неперервнi функцiї? Вперше цю задачу розв’язав Серпiнський [1], показавши, що на-
рiзно неперервна функцiя f : R2 → R однозначно визначається своїми значеннями на
всюди щiльнiй множинi. Подальший розвиток цього результату тiсно пов’язаний з до-
слiдженнями множини точок сукупної неперервностi нарiзно неперервних вiдображень
i встановленням властивостей сукупної ослабленої неперервностi. Так, Пьотровський
i Вiнєлер в [2] встановили, що якщо кожна нарiзно неперервна функцiя з добутку
X = X1× ...×Xn в цiлком регулярний простiр Z є ледь неперервною, то кожна нарiзно
неперервна функцiя f : X → Z визначається своїми значеннями на довiльнiй всюди
щiльнiй пiдмножинi простору X. Нагадаємо, що функцiя називається ледь неперерв-
ною, якщо непорожнiй прообраз вiдкритої множини обов’язково має непорожню вну-
трiшнiсть. Оскiльки кожна квазiнеперервна функцiя є ледь неперервною, то, зокрема,
з результату роботи [3] випливає, що якщо X — берiв простiр, Y — задовольняє першу
аксiому злiченностi i Z — цiлком регулярний, то кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → Z визначається своїми значеннями на довiльнiй всюди щiльнiй в X × Y
множинi.
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У цiй статтi ми, ввiвши поняття топологiї нарiзної неперервностi i дослiдивши її
властивостi, покажемо, що в останньому результатi умову цiлковитої регулярностi про-
стору Z можна послабити.

Нехай X i Y — топологiчнi простори. Позначимо через S сукупнiсть усiх пiдмножин
S добутку X × Y , якi володiють наступною властивiстю: якщо (x0, y0) ∈ S, то iснують
такi околи U точки x0 i V точки y0 в просторах X i Y вiдповiдно, що ({x0}× V )

⋃
(U ×

{y0}) ⊆ S. Зрозумiло, що система S утворює деяку топологiю на множинi X × Y , при
цьому для довiльного топологiчного простору Z функцiя f : X × Y → Z є неперервною
в цiй топологiї тодi i тiльки тодi, коли f є нарiзно неперервною. Цю топологiю ми
назвемо топологiєю нарiзної неперервностi або s-топологiєю. Для множини A ⊆ X×Y
ї ї замикання в s-топологiї ми позначатимемо через [A]s.

Нагадаємо, що π-характером πχ(x,X) топологiчного простору X в точцi x ∈ X
називається найменша потужнiсть такої сiм’ї U вiдкритих непорожнiх множин U ⊆ X,
що для кожного околу V точки x iснує такий елемент U ∈ U , що U ⊆ V . Вiдповiдно
π-характером простору X називається кардинал πχ(X) = supx∈X πχ(x,X). Зрозумiло,
що простiр з першою аксiомою злiченностi має не бiльш нiж злiченний π-характер.

Почнемо з результату, який показує, що топологiя нарiзної неперервностi тiсно по-
в’язана з топологiєю добутку.

Теорема 1. Нехай X — берiв простiр, Y — топологiчний простiр з не бiльш нiж злi-
ченним π-характером, H — s-вiдкрита множина в X ×Y . Тодi iснує вiдкрита в добутку
X × Y множина G така, що [G]s = [H]s.

Доведення. Покладемо F = [H]s, G = intF . Зрозумiло, що G ⊆ F , тому [G]s ⊆ [F ]s = F .
Покажемо тепер, що F ⊆ [G]s. Нехай (x0, y0) ∈ H i W — довiльний вiдкритий s-

окiл точки (x0, y0). Оскiльки множина H — s-вiдкрита, то iснує такий вiдкритий окiл
U точки x0 в просторi X, що U ×{y0} ⊆ H ∩W . Простiр Y має не бiльш нiж злiченний
π-характер, тому iснує злiченна сiм’я (Vn : n ∈ N) вiдкритих непорожнiх множин в Y ,
яка забезпечує не бiльш нiж злiченнiсть π-характеру простору Y в точцi y0. Покладемо
An = {x ∈ U : {x}×Vn ⊆ H∩W}. Множина H∩W є s-вiдкритою, тому для кожного x ∈
U iснує такий окiл V точки y0 в просторi Y , що {x}×V ⊆ H∩W , отже, iснує таке n ∈ N,
що x ∈ An. Тобто

⋃∞
n=1An = U . Але X — берiв простiр, тому iснують n0 ∈ N i вiдкрита

в X непорожня множина U1 ⊆ U такi, що U1 ⊆ A, де A = An0 . Позначимо V1 = Vn0 .
Вiзьмемо довiльну точку (x1, y1) ∈ U1 × V1 i довiльний її s-окiл W1. Iснує такий окiл U2

точки x2, що U2×{y1} ⊆ W1. Зауважимо, що U2∩A 6= ∅, тому (U2×{y1})∩(A×V1) 6= ∅,
отже, W1 ∩ (A × V1) 6= ∅ . Звiдси, (x1, y1) ∈ [A × V1]s, тобто U1 × V1 ⊆ [A × V1]s. Але
A×V1 ⊆ H, i отже, U1×V1 ⊆ [H]s = F . А це означає, що U1×V1 ⊆ int(F ) = G. Зокрема,
A1×V1 ⊆ G, де A1 = A∩U1. Крiм того, A1×V1 ⊆ A×V1 ⊆ H∩W ⊆ W . Тому G∩W 6= ∅,
тобто (x0, y0) ∈ [G]s. Отже, H ⊆ [G]s, F = [H]s ⊆ [G]s i теорему доведено.

За допомогою цього результату легко одержуємо наступне узагальнення теореми
Серпiнського для випадку нарiзно неперервних вiдображень двох змiнних.

Теорема 2. Нехай X — берiв простiр, Y — топологiчний простiр з не бiльш нiж злi-
ченним π-характером, Z — топологiчний простiр, в якому кожнi двi точки вiдокрем-
люються замкненими околами. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → Z
однозначно визначається своїми значеннями на щiльнiй в добутку X × Y множинi.
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Доведення. Нехай f : X × Y → Z i g : X × Y → Z — нарiзно неперервнi функцiї такi,
що f |A = g|A, де A — деяка щiльна в X × Y множина. Доведемо, що f = g.

Нехай це не так. Тобто iснує така точка p ∈ X×Y , що z1 = f(p) 6= g(p) = z2. Вiзьмемо
такi вiдкритi околи W1 i W2 вiдповiдно точок z1 i z2 в просторi Z, що W1 ∩W2 = ∅.
Множини H1 = f−1(W1) i H2 = g−1(W2) є s-вiдкритими околами точки p, тому множина
H = H1 ∩ H2 є непорожньою i s-вiдкритою. Оскiльки F = [H]s ⊆ [H1]s ∩ [H2]s, то
f(F ) ⊆ f([H1]s) ⊆ W1 i g(F ) ⊆ g([H2]s) ⊆ W2. За теоремою 1 в добутку X×Y iснує така
вiдкрита множина G, що [G]s = F . Маємо f(G) ⊆ W1 i g(G) ⊆ W2, тому f(G)∩g(G) = ∅.
Але оскiльки f |A = g|A, то G ∩ A = ∅, що неможливо.

У цих мiркуваннях використовується формально дещо слабший результат нiж тео-
рема 1. А саме, достатньо було б мати , що int(F ) 6= ∅. Але, врахувавши, що це твер-
диться для довiльної s-вiдкритої множини H, легко бачити, що ця рiзниця у висновках
носить чисто формальний характер. Виходячи з цього, логiчно було би запитати чи
обов’язково int(H) 6= ∅? Або, що те ж саме, чи кожна щiльна в X × Y множина є
s-щiльною? Позитивна вiдповiдь на це питання негайно прояснила би природу описаної
властивостi нарiзно неперервних функцiй i дала би змогу в теоремi 2 послабити умову
на простiр Z до гаусдорфовостi. Але як показує наступний результат вiдповiдь на це
питання негативна.

Теорема 3. Нехай X i Y — нескiнченнi T1-простори такi, що в добутку X × Y iснує
псевдобаза, потужнiсть якої не перевищує потужностi жодної з вiдкритих множин в
просторах X i Y . Тодi iснує щiльна в X × Y множина C, яка є замкненою i нiде не
щiльною в топологiї нарiзної неперервностi.

Доведення. Без обмежень загальностi можна вважати, що потрiбна псевдобаза P скла-
дається з вiдкритих прямокутникiв. Нехай |P| = n, α— початковий ординал потужностi
n, P = (Pξ : ξ < α), Pξ = Uξ × Vξ для кожного ξ < α, при цьому Uξ i Vξ — вiдкритi
множини в X i Y вiдповiдно. Побудуємо послiдовнiсть точок (cξ = (aξ, bξ) : ξ < α) таку,
що

(1) cξ ∈ Pξ для кожного ξ < α;

(2) aβ 6= aγ i bβ 6= bγ для довiльних γ < β < α.

Нехай β < α i точки cξ, ξ < β вже побудованi. Множини A = {aξ : ξ < β} i B = {bξ :
ξ < β} мають потужнiсть меншу вiд n. Згiдно з умовою теореми, |Uβ| ≥ n i |Vβ| ≥ n.
Тому множини Uβ \ A i Vβ \ B є непорожнiми. Виберемо довiльнi точки aβ ∈ Uβ \ A i
bβ ∈ Vβ \ B. Легко бачити, що послiдовнiсть (cξ : ξ ≤ β) задовольняє умови (1) та (2).
Отже, на основi трансфiнiтної iндукцiї, iснує шукана послiдовнiсть.

Означимо C = {cξ : ξ < α}. З умови (1) випливає, що множина C є щiльною в
добутку X × Y . Умова (2) означає, що для довiльної точки (x, y) ∈ X × Y множини
Cx = {y′ ∈ Y : (x, y′) ∈ C} i Cy = {x′ ∈ X : (x′, y) ∈ C} є щонайбiльше одноточковими
в T1-просторах. Тому Cx i Cy є замкненими множинами в Y i X вiдповiдно. Тобто,
множина C є s-замкненою. Врахувавши, що простори X i Y не мають iзольованих
точок, отримаємо, що множина C не є s-околом жодної своєї точки. Отже, C є нiде не
щiльною в топологiї нарiзної неперервностi.

Наслiдок. Простiр (R2, s) не є регулярним.
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Доведення. Нехай C щiльна в R2 множина, яка є замкненою i нiде не щiльною в топо-
логiї нарiзної неперервностi. Вiзьмемо довiльну s-вiдкриту множину H ⊆ R2 \C. Згiдно
з теоремою 1 iснує вiдкрита в R2 множина G така, що [H]s = [G]s. Але G∩C 6= ∅, тому
[H]s ∩ C 6= ∅. Отже, (R2, s) не є регулярним.

Зауважимо, що умова на простiр Z теоремi 2 є слабшою нiж регулярнiсть. Зокрема,
простiр (R2, s) не є регулярним, але кожнi двi точки в ньому вiдокремлюються замкне-
ними околами. Крiм того, як випливає з теорем 2 та 3 довiльна неперевна функцiя на
ньому повнiстю визначається своїми значеннями на деякiй нiде не щiльнiй множинi.

Разом з тим природно запитати: чи можна в теоремi 2 послабити умову на простiр
Z до гаусдорфовостi? Як зауважив рецензент негативну вiдповiдь на це питання легко
одержати використовуючи теорему 3. А саме, нехай Z1 = Z2 = (R2, s), C — замкнена
нiде не щiльна множина в (R2, s), яка є всюди щiльною в R2 у звичайнiй топологiї, тобто
множина, iснування якої доведено в теоремi 3 i Z — простiр, утворений склейкою по
множинi C просторiв Z1 i Z2, надiлений природною фактор-топологiєю. Зрозумiло, що
Z є гаусдорфовим. Але тотожнi вiдображення f1 : (R2, s)→ Z1 i f2 : (R2, s)→ Z2 є непе-
рервними як вiдображення в простiр Z, якi збiгаються на множинi C i вiдрiзняються в
iнших точках.

На завершення цiєї статтi я хочу висловити щиру подяку В. К. Маслюченку за цiннi
поради i постiйну увагу до даної роботи.
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