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ГРУПИ АВТОМОРФIЗМIВ МАКСИМАЛЬНИХ НIЛЬПОТЕНТНИХ

ПIДНАПIВГРУП НАПIВГРУПИ IS(M)

О.Г. Ганюшкiн, С.Г. Темнiков, Г.М. Шафранова

O.G. Ganyushkin, S.G. Temnikov, H.M. Shafranova. Groups of automorphisms for maximal
nilpotent subsemigroups of the semigroup IS(M), Matematychni Studii, 13 (2000) 11–22.

Let IS(M) be the symmetric inverse semigroup of all partial permutations of at most
countable set M. It is proved that the group of automorphisms of a subsemigroup T ⊂ IS(M),
which is maximal among all subsemigroups of a given nilpotence degree, can be presented as a
semidirect product of two factors, each of which is the Cartesian sum of symmetric groups.

А.Г. Ганюшкин, С.Г. Темников, А.Н. Шафранова. Группы автоморфизмов максимальных
нильпотентных подполугрупп полугруппы IS(M) // Математичнi Студiї. – 2000. – Т.13,
№1. – C.11–22.

Пусть IS(M) — симметрическая инверсная полугруппа всех частичных подстановок не
более чем счетного множества M . Доказано, что группа автоморфизмов подполугруппы
T ⊂ IS(M), которая является максимальной среди полугрупп данного класса нильпотент-
ности, раскладывается в полупрямое произведение двух множителей, каждый из которых
является декартовой суммой симметрических групп.

1. Вступ. Престон [1] i Вагнер [2] довели, що кожна iнверсна напiвгрупа занурює-
ться в деяку iнверсну симетричну напiвгрупу. Це означає, що iнверснi симетричнi на-
пiвгрупи в теорiї iнверсних напiвгруп вiдiграють роль, аналогiчну до ролi симетричних
груп у теорiї груп. Тому можна зрозумiти iнтерес до вивчення властивостей iнверсної
симетричної напiвгрупи i, зокрема, рiзних класiв її пiднапiвгруп.

Напiвгрупа з нулем T називається нiльпотентною ступеня k, якщо T k = 0 i k є
найменшим числом iз такою властивiстю. Для скiнченної множини M будова нiльпо-
тентних пiднапiвгруп iз симетричної iнверсної напiвгрупи IS(M) всiх часткових пiдста-
новок множини M вивчалась в [3], [4], а для злiченної множини M — в [5].

У цiй статтi ми описуємо структуру групи автоморфiзмiв пiднапiвгруп з IS(M),
максимальних серед нiльпотентних пiднапiвгруп даного ступеня нiльпотентностi. Ми
розглядаємо лише тi нiльпотентнi пiднапiвгрупи з IS(M), нуль яких збiгається з нулем
напiвгрупи IS(M). Як показано в [4], загальний випадок дуже легко зводиться до цього.

Одноелементну множину {a} iнколи позначатимемо просто a.

2. Основнi результати. У [3] для скiнченної множини M, а в [5] для злiченної,
доведена така теорема.
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Теорема 1. Iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж максимальними нiльпотентними пiдна-
пiвгрупами ступеня нiльпотентностi k напiвгрупи IS(M) та впорядкованими розбит-
тями ρ = (N1, N2, . . . , Nk) множини M на k непорожнiх блокiв. Кожному розбиттю
ρ = (N1, N2, . . . , Nk) вiдповiдає напiвгрупа

Tρ = {a ∈ IS(M) : x ∈ dom(a) ∩Ni ∧ a(x) ∈ Nj ⇒ Ni < Nj}.

Протягом роботи через T позначатимемо фiксовану довiльно вибрану максимальну
нiльпотентну пiднапiвгрупу ступеня k з IS(M), через ρ = (N1, N2, . . . , Nk) — вiдповiдне
їй впорядковане розбиття, а через Aut(T ) — групу автоморфiзмiв напiвгрупи T .

Зауважимо, що пряма сума ⊕ki=1SNi
симетричних груп на блоках розбиття ρ є пiд-

напiвгрупою напiвгрупи IS(M).
Нехай ϕ ∈ ⊕ki=1SNi

. Розглянемо дiю ϕ : a 7→ aϕ групи ⊕ki=1SNi
на напiвгрупi T.

Твердження 1. Вiдображення ϕ 7→ ϕ є зануренням групи (⊕ki=1SNi
, T ) у групу Aut(T ).

Доведення. Зафiксуємо деякий елемент ϕ з групи пiдстановок (⊕ki=1SNi
, T ) i покажемо,

що ϕ ∈ Aut(T ). Справдi, оскiльки для довiльних a, b ∈ T

(ab)ϕ = ϕ−1(ab)ϕ = (ϕ−1aϕ)(ϕ−1bϕ) = aϕbϕ,

то ϕ є гомоморфiзмом напiвгрупи T.
Для доведення iн’єктивностi ϕ виберемо довiльнi елементи a i b з T, що задоволь-

няють умову a 6= b. Якщо dom(a) 6= dom(b), то, зауваживши, що dom(aϕ) = ϕ(dom(a)),
dom(bϕ) = ϕ(dom(b)), i скориставшись бiєктивнiстю вiдображення ϕ ∈ ⊕ki=1SNi

, дiста-
ємо, що dom(aϕ) 6= dom(bϕ), звiдки aϕ 6= bϕ. Якщо ж dom(a) = dom(b), то iснує такий
елемент x ∈ dom(a), що a(x) 6= b(x). Зауважимо, що ϕ(x) ∈ dom(aϕ) ∩ dom(bϕ) i припу-
стимо, що aϕ(ϕ(x)) = bϕ(ϕ(x)). Але тодi

a(x) = (ϕaϕϕ−1)(x) = (ϕbϕϕ−1)(x) = b(x),

що неможливо. Отже, aϕ(ϕ(x)) 6= bϕ(ϕ(x)), звiдки aϕ 6= bϕ.
Встановимо сюр’єктивнiсть ϕ. Для довiльної часткової пiдстановки a ∈ T покладемо

b = ϕaϕ−1. Тодi
a = ϕ−1(ϕaϕ−1)ϕ = ϕ−1bϕ = bϕ.

Нарештi покажемо, що вiдображення ϕ 7→ ϕ iн’єктивне. Виберемо такi ϕ1, ϕ2 ∈
⊕ki=1SNi

, що ϕ1 6= ϕ2. Тодi iснує такий елемент x ∈ M, що ϕ1(x) 6= ϕ2(x). Припустимо
спочатку, що x 6∈ Nk i розглянемо деякий елемент a з T рангу 1 з dom(a) = {x}. Тодi

dom(ϕ1(a)) = ϕ1(x) 6= ϕ2(x) = dom(ϕ2(a)).

Отже, ϕ1 6= ϕ2. Припустимо тепер, що x ∈ Nk i розглянемо деякий елемент a з T рангу 1
з ran(a) = x. Тодi

ran(ϕ1(a)) = ϕ1(x) 6= ϕ2(x) = ran(ϕ2(a)).

Отже, i в цьому випадку ϕ1 6= ϕ2.

У подальшому ми ототожнюватимо групу ⊕ki=1SNi
i ї ї образ при зануреннi в Aut(T ).

Називатимемо часткову пiдстановку a ∈ T розкладною, якщо iснують такi b, c ∈ T ,
що a = bc, i нерозкладною в протилежному випадку.
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Твердження 2. Для кожного елемента a з T iснує розклад a = a1a2 . . . ar у добуток
нерозкладних елементiв a1, a2, . . . , ar.

Доведення. Нехай x1 ∈ N1, x2 ∈ N2 i b ∈ T – такий елемент рангу 1, що b(x1) = x2.
Тодi 0 = bb – шуканий розклад для 0. Припустимо тепер, що для деякого ненульового
елемента a з T такого розкладу не iснує. Тодi у розкладi a = bc принаймнi одна з
часткових пiдстановок b, c повинна бути розкладною. Без обмеження загальностi можна
вважати, що b – розкладна i b = b1c1. Далi, у розкладi a = b1c1c принаймнi одна з
часткових пiдстановок b1, c1, c повинна бути розкладною. Мiркуючи так i далi, для
довiльного натурального t можна побудувати розклад a на добуток t елементiв з T .
Але це неможливо для t ≥ k, оскiльки напiвгрупа T має ступiнь нiльпотентностi k, а
отже, добуток довiльних k i бiльше елементiв з T дорiвнює нулю.

Для нерозкладного елемента a з T покладемо

dom(a) = dom(a) \ {x ∈ dom(a) : x ∈ N1 i a(x) ∈ Nk}.

Для довiльної часткової пiдстановки a з T через a∗ позначимо її обмеження на
dom(a), якщо a нерозкладна, i покладемо a∗ = a, якщо a розкладна. На множинi T \{0}
визначимо вiдношення еквiвалентностi ∼ правилом a ∼ b⇔ a∗ = b∗ i поширимо це вiд-
ношення на всю напiвгрупу T , вважаючи, що {0} є окремим класом еквiвалентностi.

Твердження 3. Вiдношення ∼ є конгруенцiєю на напiвгрупi T .

Доведення. Встановимо стабiльнiсть справа вiдношення ∼ . Нехай a i b — такi елементи
з T \ 0, для яких a ∼ b, f — довiльна часткова пiдстановка з T. Оскiльки af i bf —
розкладнi елементи, то (af)∗ = af, (bf)∗ = bf. Крiм цьго, з побудови a∗ випливає,
що af = a∗f. Подiбно, bf = b∗f. З чотирьох останнiх рiвностей i з того, що a∗ = b∗,
маємо (af)∗ = (bf)∗, звiдки af ∼ bf. Стабiльнiсть злiва вiдношення ∼ встановлюється
подiбно.

Теорема 2. Нехай T =
⋃
i∈IMi — розклад напiвгрупи T в об’єднання класiв еквiва-

лентностi за ∼ i k ≥ 3. Через ⊕D
i∈ISMi

позначимо декартову суму симетричних груп, що
дiють на класах еквiвалентностi. Тодi Aut(T ) розкладається в напiвпрямий добуток

Aut(T ) = (⊕ki=1SNi
)o (⊕D

i∈ISMi
).

Теорема 3. Нехай n ∈ N, M = {1, 2, . . . , n}, T — максимальна нiльпотентна пiднапiв-
група з IS(M) ступеня нiльпотентностi n. Тодi

Aut(T ) ' C2 ⊕ · · · ⊕ C2︸ ︷︷ ︸
r

.

для деякого натурального r.

Доведення. Достатньо зауважити, що всi блоки розбиття ρ одноелементнi, а кожен з
блокiв Ms одно- або двоелементний, i застосувати теорему 2.

Теорема 4. Нехай T — максимальна нiльпотентна пiднапiвгрупа з IS(M) ступеня
нiльпотентностi 2. Через S0

T позначимо стабiлiзатор точки {0} симетричної групи ST .
Тодi

Aut(T ) = S0
T .
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Доведення. Очевидно, що Aut(T ) є пiдгрупою групи S0
T . Нехай σ ∈ S0

T . Оскiльки для
довiльних a, b ∈ T

σ(ab) = σ(0) = 0 = σ(a)σ(b),

то σ ∈ Aut(T ). Отже, Aut(T ) = S0
T .

3. Допомiжнi твердження. Для доведення теореми 2 нам потрiбнi наступнi леми.

Лема 1. Нехай r ∈ N, r > 1. Тодi для довiльних a1, a2, . . . , ar ∈ T

a1a2 . . . ar = a1∗a2∗ . . . ar∗.

Доведення. Твердження леми легко доводиться iндукцiєю за кiлькiстю елементiв r.

Лема 2. Нехай π ∈ ⊕D
i∈ISMi

, a ∈ T. Тодi

π(a) ∼ a.

Доведення. Справедливiсть твердження леми безпосередньо випливає з визначення вiд-
ношення ∼ .

Лема 3. Для довiльних ϕ ∈ ⊕ki=1SNi
i нерозкладної a ∈ T

(a∗)
ϕ = (aϕ)∗.

Доведення. Якщо a∗ = 0, то dom(a)⊆N1, ran(a) ⊆ Nk. Звiдси dom(aϕ) ⊆ N1, ran(a
ϕ) ⊆

Nk, отже (a∗)ϕ= (aϕ)∗ = 0. Вважаємо тепер, що a∗ 6= 0. Треба показати, що dom((a∗)
ϕ) =

dom((aϕ)∗), i що (a∗)
ϕ(x) = (aϕ)∗(x) для довiльного x ∈ dom((a∗)

ϕ). З визначення aϕ

випливає, що dom(aϕ) = ϕ(dom(a)), отже,

dom((aϕ)∗) = ϕ(dom(a) \ {x ∈ dom(a) ∩N1 : a(x) ∈ Nk}).

Подiбно, оскiльки

dom(a∗) = dom(a) \ {x ∈ dom(a) ∩N1 : a(x) ∈ Nk},

то
dom((a∗)

ϕ) = ϕ(dom(a) \ {x ∈ dom(a) ∩N1 : a(x) ∈ Nk}).
Вiзьмемо довiльне y = ϕ(x) ∈ dom((a∗)

ϕ) = dom((aϕ)∗) Маємо: (a∗)ϕ(y) = ϕ(a∗(x))
= ϕ(a(x)). З iншого боку,

(aϕ)∗(y) = aϕ(y) = ϕ(a(x)).

Лема 4. Нехай a, b ∈ T, ϕ ∈ ⊕ki=1SNi
. Тодi

a ∼ b⇒ aϕ ∼ bϕ.

Доведення. Якщо принаймнi одна з часткових пiдстановок a, b — розкладна, то з a ∼ b
випливає, що a = b, а тому твердження леми виконується.

Припустимо тепер, що a i b — нерозкладнi. Нехай a ∼ b. Це означає, що a∗ = b∗,
тому

(a∗)
ϕ = ϕ−1a∗ϕ = ϕ−1b∗ϕ = (b∗)

ϕ.

Звiдси i з леми 3 випливає, що (aϕ)∗ = (bϕ)∗, тобто aϕ ∼ bϕ.
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Якщо для a ∈ T можна вказати такий x ∈ dom(a) ∩ Ni, що i a(x) = y ∈ Nj, то
говоритимемо, що a має стрiлку x 7→ y з блоку Ni в блок Nj.

Лема 5. Припустимо, що a1a2 . . . ak−1 6= 0 для a1, a2, . . . , ak−1 ∈ T. Тодi для кожного i,
1 ≤ i ≤ k − 1, ai має стрiлку з Ni в Ni+1.

Доведення. Оскiльки iснує таке x ∈M, що a1a2 . . . ak−1(x) 6= 0, то

Na1a2...ak−1(x) > Na1a2...ak−2(x) > · · · > Na1(x) > Nx,

де черезNx позначено блок, що мiстить x, i для кожного i (1 ≤ i≤ k − 1) черезNa1a2...ai(x)

позначено блок, що мiстить a1a2 . . . ai(x). Тому,

Nx = N1, Na1(x) = N2, . . . , Na1a2 ak−1(x) = Nk

i ai має стрiлку з Ni в Ni+1.

Лема 6. Нехай σ ∈ Aut(T ) i a — така часткова пiдстановка з T , що a∗ має ранг 1,
при цьому область визначення a∗ належить до блоку Ni, а область значень — до блоку
Ni+1. Тодi (σ(a))∗ також має ранг 1, при цьому область визначення (σ(a))∗ належить
до блоку Ni, а область значень — до блоку Ni+1.

Доведення. Нехай dom(a∗) = {x} ⊂ Ni, ran(a∗) = {y} ⊂ Ni+1.
Виберемо представникiв x1, x2, . . . , xi−1, xi+2, . . . , xk у блоках N1, N2, . . . , Ni−1, Ni+2,

. . . , Nk вiдповiдно. Через a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak−1 позначимо такi елементи рангу
1 з T, що

a1(x1) = x2, a2(x2) = x3, . . . , ai−1(xi−1) = x, ai+1(y) = xi+2, . . . , ak−1(xk−1) = xk.

Оскiльки a1a2 . . . ai−1aai+1 . . . ak−1 6= 0, то σ(a1)σ(a2) . . . σ(ai−1) σ(a) σ(ai+1) . . .
σ(ak−1) 6= 0. Звiдси i з леми 5 випливає, що σ(a), а отже i (σ(a))∗, має стрiлку з Ni

в Ni+1.
Розглянемо правий анулятор

AnnR T = {α ∈ T : (∀β ∈ T )[αβ = 0]}.

Зауважимо, що для довiльного b ∈ T множина bT ∩ AnnR T складається з усiх тих
елементiв з T , область визначення яких є пiдмножиною dom(b), а область значень мi-
ститься у блоцi Nk. Звiдси, враховуючи, що rank(a) = 1, випливає, що для жодного
b ∈ T включення {

∅ ⊂ bT ∩ AnnR T,
bT ∩ AnnR T ⊂ aT ∩ AnnR T

(1)

не можуть виконуватися одночасно.
Тепер зауважимо, що σ(AnnR T ) = AnnR T. Звiдси та з (1) випливає, що для жодного

b ∈ T включення {
∅ ⊂ bT ∩ AnnR T ;
bT ∩ AnnR T ⊂ σ(a)T ∩ AnnR T

також не можуть виконуватися одночасно. Останнє означає, що rank((σ(a))∗) = 1.

Лема 7. Нехай σ ∈ Aut(T ), a i b — такi елементи з T , що a∗ i b∗ рангу 1, при цьому
областi визначення a∗ i b∗ належать до блоку Ni, а областi значень — до блоку Ni+1.
Тодi:
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1) dom(a∗) = dom(b∗)⇔ dom((σ(a))∗) = dom((σ(b))∗);

2) ran(a∗) = ran(b∗)⇔ ran((σ(a))∗) = ran((σ(b))∗).

Доведення. Достатньо довести лише справедливiсть iмплiкацiй

dom(a∗) = dom(b∗)⇒ dom((σ(a))∗) = dom((σ(b))∗), (2)
ran(a∗) = ran(b∗)⇒ ran((σ(a))∗) = ran((σ(b))∗). (3)

Зворотнi iмплiкацiї тодi випливатимуть з (2) i (3) для автоморфiзму τ = σ−1.
Припустимо, що dom(a∗) = {x1i }, dom(b∗) = {x2i }, ran(a) = {x1i+1}, ran(b) = {x2i+1}.

Для доведення справедливостi iмплiкацiї (2) припустимо, що x1i = x2i , i розглянемо два
можливi випадки.

А) i < k − 1. Розглянемо множини aT i bT. Кожна з них складається з нiде не
визначеного перетворення, а також з усiх елементiв рангу 1, область визначення яких
збiгається з {x1i }, а область значень належить до одного з блокiв Ni+2, . . . , Nk. Отже,
aT = bT . Але оскiльки σ — автоморфiзм, то з останньої рiвностi випливає, що σ(a)T =
σ(b)T. Звiдси дiстаємо, що (σ(a))∗T = (σ(b))∗T, звiдки dom((σ(a))∗) = dom((σ(b))∗).

B) i = k − 1 та y ∈ Ni−1. Розглянемо таку часткову пiдстановку c рангу 1 з T, що
c(y) = x1i . Маємо: ca 6= 0, cb 6= 0. Тому σ(c)σ(a) 6= 0, σ(c)σ(b) 6= 0, звiдки, враховуючи
лему 1, випливає, що (σ(c))∗(σ(a))∗ 6= 0, (σ(c))∗(σ(b))∗ 6= 0. З леми 6 випливає, що
елементи (σ(c))∗, (σ(a))∗, (σ(b))∗ рангу 1, при цьому (σ(c))∗ має стрiлку з Ni−1 в Ni, а
кожна з (σ(a))∗, (σ(b))∗ має стрiлку з Ni в Ni+1. Враховуючи це, з останньої рiвностi
маємо: ran((σ(c))∗) = dom((σ(a))∗), ran((σ(c))∗) = dom((σ(b))∗), звiдки dom((σ(a))∗) =
dom((σ(b))∗).

Справедливiсть iмплiкацiї (3) доводиться подiбно.

Лема 8. Нехай виконуються умови леми 7. Тодi

a ∼ b⇔ σ(a) ∼ σ(b).

Доведення. З визначення вiдношення ∼ та з леми 7 маємо:

a ∼ b⇔ (dom(a∗) = dom(b∗) ∧ ran(a∗) = ran(b∗))⇔
(dom((σ(a))∗) = dom((σ(b))∗) ∧ ran((σ(a))∗) = ran((σ(b))∗))⇔ σ(a) ∼ σ(b).

Лема 9. Нехай σ ∈ Aut(T ), a — нерозкладний елемент з T . Тодi для довiльних i, j,
1 ≤ i < j ≤ k, частковi пiдстановки a∗ i (σ(a))∗ мають однакову кiлькiсть стрiлок з
блоку Ni в блок Nj.

Доведення. Позначимо через nij кiлькiсть стрiлок з блоку Ni в блок Nj елементу a∗, а
через n′ij — кiлькiсть стрiлок з блоку Ni в блок Nj елементу (σ(a))∗.

Нехай x1ij 7→ y1ij, x
2
ij 7→ y2ij, . . . , x

nij

ij 7→ y
nij

ij — стрiлки з блоку Ni в блок Nj елемента
a∗. Оскiльки елементи a i σ(a) — нерозкладнi, то a∗ i (σ(a))∗ не мають стрiлок з блоку
N1 в блок Nk, звiдки n1k = n

′

1k = 0. Розглянемо можливi випадки, що залишились.
A) 1 < i < j < k. Доведемо, що n′ij ≥ nij. Якщо nij = 0, то, очевидно, n′ij ≥

nij. Припустимо, що nij > 0. Зафiксуємо деякi u ∈ Ni−1, v ∈ Nj+1 i розглянемо такi
допомiжнi частковi пiдстановки a1, a2, . . . , anij

, b1, b2, . . . , bnij
рангу 1 з T, що at(u) = xtij,
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bt(y
t
ij) = v, 1 ≤ t ≤ nij. З леми 6 випливає, що для кожного t, 1 ≤ t ≤ nij, ранг елементу

(σ(at))∗ дорiвнює 1 i вiн має стрiлку з Ni−1 в Ni. Аналогiчно елемент (σ(bt))∗ має ранг 1
i стрiлку з Nj в Nj+1. Приймемо xt

′
ij = ran((σ(at))∗) ∈ Ni, y

t′
ij = dom((σ(bt))∗) ∈ Nj,

1 ≤ t ≤ nij. З леми 7 випливає, що x
t′1
ij 6= x

t′2
ij i yt

′
1
ij 6= y

t′2
ij для t1 6= t2. Для кожного t,

1 ≤ t ≤ nij, iз того, що atabt 6= 0, за лемою 1, випливає, що (σ(at))∗(σ(a))∗(σ(bt))∗ 6= 0.
Звiдси маємо, що для кожного t, 1 ≤ t ≤ nij, x

t′
ij ∈ dom((σ(a))∗), y

t′
ij ∈ ran((σ(a))∗), при

цьому (σ(a))∗(x
t′
ij) ∈ Nj. А це означає, що n′ij ≥ nij. Розглядаючи автоморфiзм τ = σ−1,

подiбно доводимо нерiвностi nij ≥ n′ij
B) 1 = i < j < k. Доведемо, що n′ij ≥ nij. Якщо nij = 0, то, очевидно, n′ij ≥

nij. Припустимо, що nij > 0. Зафiксуємо деяке v ∈ Nj+1 i розглянемо такi допомiжнi
елементи b1, b2, . . . , bn1j

рангу 1 з T, що bt(yt1j) = v, 1 ≤ t ≤ n1j. З леми 6 випливає, що
для кожного t, 1 ≤ t ≤ n1j, елемент (σ(bt))∗ має ранг 1 i стрiлку з Nj в Nj+1. Покладемо
yt
′
1j = dom((σ(bt))∗) ∈ Nj, 1 ≤ t ≤ n1j. З леми 7 випливає, що yt

′
1
1j 6= y

t′2
ij для t1 6= t2. Для

кожного t, 1 ≤ t ≤ nij, з того, що abt 6= 0, за лемою 1, отримуємо, що (σ(a))∗(σ(bt))∗ 6= 0,
звiдки yt′1j ∈ ran((σ(a))∗). Зафiксуємо деяке t, 1 ≤ t ≤ n1j. Нехай ((σ(a))∗)

−1(yt
′
1j) ∈ Ni′ .

Покажемо, що i′ = 1. Якщо i′ 6= 1, то елемент (σ(a))∗ матиме деяку стрiлку з блоку Ni′

в блок Nj, яка, за лемою 7, не збiгається з жодною з ni′j таких стрiлок, побудованих
у випадку A). Але тодi, всупереч доведеному у випадку A), ми мали б, що n′i′j > ni′j.

Отже, i′ = 1. Звiдси випливає, що n′1j ≥ n1j. Розглядаючи автоморфiзм τ = σ−1, подiбно
доводимо протилежнi нерiвностi

С) Випадок 1 < i < j = k розглядається аналогiчно до попереднього.

Лема 10. Нехай σ ∈ Aut(T ), a — нерозкладний елемент з T . Тодi елементи a∗ i (σ(a))∗
мають однаковi ранги.

Доведення. Твердження леми безпосередньо випливає з леми 9.

Лема 11. Нехай σ ∈ Aut(T ). Тодi iснує єдина пiдстановка ϕ ∈ ⊕ki=1SNi
така, що σ(a) ∼

aϕ для всiх a ∈ T.

Доведення. 1. Побудова ϕ. Для кожного з блокiв Ni, 1 ≤ i ≤ k, приймемо Ni = {xsi :
s ∈ INi

}. Виберемо представникiв x11, x12, . . . , x1k у блоках N1, N2, . . . , Nk вiдповiдно.
Зафiксуємо деякий блок Ni, для якого 1 ≤ i ≤ k − 1. Нехай Ai = {asi : s ∈ INi

} —
множина таких елементiв рангу 1, що asi (xsi ) = x1i+1. З леми 6 випливає, що (σ(asi ))∗ має
ранг 1 i стрiлку з Ni в Ni+1 для кожного asi ∈ Ai. Тому ми можемо коректно визначити
вiдображення ϕi : Ni → Ni, приймаючи ϕi(xsi ) = dom((σ(asi ))∗). З леми 7 випливає, що
ϕi — iн’єктивне. Покажемо, що ϕi — сюр’єктивне. Оскiльки ran(as1i ) = ran(as2i ) для
довiльних as1i , a

s2
i з Ai, то, за лемою 7 iснує такий елемент z ∈ Ni+1, що

z = ran((σ(as1i ))∗) = ran((σ(as2i ))∗)

для довiльних as1i i as2i з Ai. Виберемо довiльний елемент y ∈ Ni. Через c позначимо
такий елемент рангу 1 з T , що c(y) = z. З леми 6, застосованої до автоморфiзму σ−1,
випливає, що (σ−1(c))∗ має ранг 1 i стрiлку з Ni в Ni+1. Оскiльки ran(c) = ran((σ(asi ))∗)
для довiльного asi ∈ Ai, то з леми 7 випливає, що

ran((σ−1(c))∗) = ran((asi )∗) = ran(asi ).
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Отже, (σ−1(c))∗ збiгається з asi , тобто σ−1(c) ∼ asi для деякого s ∈ INi
. Звiдси, застосо-

вуючи лему 8, дiстаємо, що c ∼ σ(asi ). А це означає, що

y = dom(c) = dom((σ(asi ))∗) = ϕi(x
s
i ).

Тому, iснує ϕ−1i (y), а отже, ϕi — сюр’єктивне.
Через B = {bs : s ∈ INk

} позначимо множину таких елементiв рангу 1, що bs(x1k−1) =
xsk. З леми 6 випливає, що (σ(bs))∗ має ранг 1 i стрiлку з Nk−1 в Nk для кожного bs ∈ B.
Тому можна коректно визначити вiдображення ϕk : Nk → Nk, приймаючи ϕk(x

s
k) =

ran((σ(bs))∗). З леми 7 випливає, що ϕk — iн’єктивне. Встановимо сюр’єктивнiсть ϕk.
Оскiльки dom(bs1) = dom(bs2) для довiльних bs1 , bs2 з B, то з леми 7 випливає, що iснує
такий елемент z ∈ Nk−1, що

z = dom((σ(bs1))∗) = dom((σ(bs2))∗)

для довiльних bs1 i bs2 з B. Виберемо довiльний елемент y ∈ Nk. Розглянемо такий еле-
мент c рангу 1 з T , що c(z) = y. З леми 6, застосованої до автоморфiзму σ−1, випливає,
що (σ−1(c))∗ має ранг 1 i стрiлку з Nk−1 в Nk. Оскiльки dom(c) = dom((σ(bs))∗) для
довiльного bs ∈ B, то з леми 7 випливає, що

dom((σ−1(c))∗) = dom((bs)∗) = ran(bs).

Отже, (σ−1(c))∗ збiгається з bs, тобто σ−1(c) ∼ bs для деякого s ∈ INi
. Звiдси та з леми

8 маємо, що c ∼ σ(bs). А це означає, що

y = ran(c) = ran((σ(asi ))∗) = ϕk(x
s
k).

Тому, iснує ϕ−1k (y), а отже, ϕk — сюр’єктивне.
Остаточно визначимо ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk).

2. Доведення еквiвалентностi σ(a) ∼ aϕ.
Нагадаємо, що еквiвалентнiсть σ(a) ∼ aϕ рiвносильна до рiвностi (σ(a))∗ = ϕ−1a∗ϕ.

Нехай спочатку a збiгається з одним з елементiв asi , s ∈ INi
, 1 ≤ i ≤ k − 1. Оскiльки

rank(a) = 1, то досить встановити, що

dom((σ(a))∗) = ϕ(dom(a∗)), ran((σ(a))∗) = ϕ(ran(a∗)). (4)

Справедливiсть першої з цих рiвностей випливає з побудови ϕ. Для доведення другої
рiвностi припустимо спочатку, що i < k− 1. Оскiльки asia1i+1 6= 0, то (σ(asi ))∗(σ(a

1
i+1))∗ 6=

0. Звiдси, враховуючи, що (σ(asi ))∗ i (σ(a1i+1))∗ рангу 1, дiстаємо, що

ran((σ(asi ))∗) = dom((σ(a1i+1))∗) = {ϕ(x1i+1)} = ϕ(ran(asi∗)).

Припустимо тепер, що i = k − 1. Оскiльки ran(ask−1) = ran(b1), то за лемою 7

ran((σ(ask−1)∗)) = ran((σ(b1))∗) = {ϕ(x1k)} = ϕ(ran(as(k−1)∗)).

Нехай a збiгається з одним з елементiв bs, s ∈ INk
. Оскiльки rank(a) = 1, то до-

статньо встановити справедливiсть рiвностей (4). Справедливiсть другої з рiвностей
(4) випливає з побудови ϕ. Для доведення першої зауважимо, що ask−2bs 6= 0, звiдки



ГРУПИ АВТОМОРФIЗМҮВ НҮЛЬПОТЕНТНИХ ПҮДНАПҮВГРУП 19

(σ(ask−2))∗(σ(b
s))∗ 6= 0. Тому, враховуючи, що (σ(ask−2))∗ i (σ(bs))∗ мають ранг 1, дiстане-

мо, що
dom((σ(bs))∗) = ran((σ(ask−2))∗) = {ϕ(x1i−1)} = ϕ(dom(bs∗)).

Нехай тепер a — довiльний нерозкладний елемент з T , що не збiгається з жодним
з asi (s ∈ INi

, 1 ≤ i ≤ k − 1) i bs (s ∈ INk
). Припустимо спочатку, що a∗ = 0. З леми 9

випливає, що (σ(a))∗ = 0. Застосувавши лему 3, дiстанемо (aϕ)∗ = (a∗)
ϕ = 0. Тому

(σ(a))∗ = (aϕ)∗ = 0. Припустимо тепер, що a∗ 6= 0. Вiзьмемо довiльний елемент x ∈
dom(a∗). Оскiльки за лемою 10 rank(a∗) = rank((σ(a))∗), то досить показати, що ϕ(x) ∈
dom((σ(a))∗) i (σ(a))∗(ϕ(x)) = ϕ(a∗(x)). Припустимо, що x = xs1i ∈ Ni, a(x

s1
i ) = xs2j ∈ Nj.

Зауважимо, що оскiльки a∗ не має стрiлок з блоку N1 в блок Nk, то j − i < k − 1.
Розглянемо два можливi випадки.

А) j < k. З рiвностi aas2j = as1i a
1
i+1 . . . a

1
j випливає подiбна рiвнiсть для σ-образiв, яка

пiсля застосування леми 1 набуває вигляду

(σ(a))∗(σ(a
s2
j ))∗ = (σ(as1i ))∗(σ(a

1
i+1))∗ . . . (σ(a

1
j))∗.

Звiдси, враховуючи доведене вище, випливає, що

ϕ(xs1i ) = dom ((σ (as1i ))∗) ∈ dom ((σ (a))∗) , ϕ(xs2j ) = dom
((
σ
(
as2j
))
∗

)
∈ ran ((σ (a))∗) ,

(σ (a))∗ (ϕ (xs1i )) =
((
σ
(
as2j
))
∗

)−1 (
ϕ
(
x1j+1

))
= ϕ(xs2j ).

B) Нехай j = k, i > 1. Розглянемо допомiжний елемент bs1i−1 рангу 1, такий, що
dom(bs1i−1) = {x1i−1} i ran(bs1i−1) = {xs1i }. Оскiльки dom(bs1i−1) = dom(as1i−1), то з леми 7
випливає, що

dom((σ(bs1i−1)∗) = {ϕ(x1i−1)}. (5)

Крiм того, оскiльки bs1i−1a
s1
i 6= 0, то (σ(bs1i−1))∗(σ(a

s1
i ))∗ 6= 0, звiдки

ran((σ(bs1i−1))∗) = dom((σ(as1i ))∗) = {ϕ(x
s1
i )}. (6)

З рiвностi bs1i−1a = a1i−1a
1
i . . . a

1
i−2b

s2 пiсля переходу до σ-образiв i застосування леми 1
дiстанемо, що

(σ(bs1i−1))∗(σ(a))∗ = (σ(a1i−1))∗(σ(a
1
i ))∗ . . . (σ(a

1
i−2))∗(σ(b

s2))∗.

Звiдси, враховуючи рiвностi (5) i (6), дiстаємо, що

ϕ(xs1i ) = ran
((
σ
(
bs1i−1

))
∗

)
∈ dom ((σ (a))∗) , ϕ(xs2k ) = ran ((σ (bs2))∗) ∈ ran ((σ (a))∗) ,((

σ
(
bs1i−1

))
∗ (σ (a))∗

) (
ϕ
(
x1i−1

))
= ϕ(xs2k ).

Тому (σ(a))∗(ϕ(x
s1
i )) = ϕ(xs2k ).

Нехай тепер a — розкладний елемент з T. Якщо a = 0, то σ(a) = aϕ = 0. Припустимо,
що a 6= 0. Нехай a = a1a2 . . . ar — деякий розклад a на нерозкладнi множники. Заува-
жимо, що dom(a) ⊆ dom(a1). Через b1 позначимо обмеження елемента a1 на множину
dom(a). Тодi

a = b1a2 . . . a(r−1)ar (7)
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— розклад a на нерозкладнi множники, при цьому dom(a) = dom(b1). З (7), спираючись
на лему 1 i на те, що a∗ = a, для розкладного елемента a випливає, що

a∗ = b1∗a2∗ . . . a(r−1)∗ar∗. (8)

Переходячи в (7) до σ-образiв, враховуючи, що (σ(a))∗ = σ(a), для розкладного елемен-
та σ(a) i спираючись на лему 1, дiстанемо, що

(σ(a))∗ = (σ(b1))∗(σ(a2))∗ . . . (σ(a(r−1)))∗(σ(ar))∗. (9)

Звiдси випливає, що dom((σ(a))∗) ⊆ dom((σ(b1))∗), отже,

rank((σ(a))∗) ≤ rank((σ(b1))∗). (10)

Оскiльки dom(a) = dom(b1) i dom(b1∗) ⊆ dom(b1), то

dom(b1∗) ⊆ dom(a) = dom(a∗).

Але з (8) випливає, що dom(a∗) ⊆ dom(b1∗). Отже, dom(a∗) = dom(b1∗) i rank(a∗) =
rank(b1∗). З леми 10 випливає, що rank(b1∗) = rank((σ(b1))∗). З останнiх двох рiвностей
i з нерiвностi (10) випливає, що rank(σ(a))∗) ≥ rank(a∗). Використовуючи розклад σ(a)
на нерозкладнi множники i автоморфiзм τ = σ−1, подiбно встановлюється протилежна
нерiвнiсть: rank(a∗) ≥ rank((σ(a))∗). Отже,

rank((σ(a))∗) = rank(a∗) = rank(b1∗) = rank((σ(b1))∗).

Виберемо довiльне x ∈ dom(a∗). Враховуючи, що x ∈ dom(b1∗), i те, що твердження
леми вже доведене для нерозкладних елементiв, маємо, що ϕ(x) ∈ dom((σ(b1))∗). Звiдси,
з розкладу (9) i рiвностi rank((σ(a))∗) = rank((σ(b1))∗) випливає, що ϕ(x) ∈ dom((σ(a))∗).
Тому

(σ (b1))∗ (ϕ (x)) ∈ dom ((σ (a2))∗) , . . . ,(
(σ (b1))∗ (σ (a2))∗ . . .

(
σ
(
a(r−1)

))
∗

)
(ϕ (x)) ∈ dom ((σ (ar))∗) .

Позаяк для нерозкладних елементiв твердження леми вже доведене, то

(σ(b1))∗(ϕ(x)) = ϕ(b1∗(x)), (σ(a2))∗(ϕ(b1∗(x))) = ϕ(b1∗a2∗(x)), . . .

(σ(ar))∗(ϕ(b1∗a2∗ . . . a(r−1)∗(x))) = ϕ(b1∗a2∗ . . . a(r−1)∗ar∗(x)).

Звiдси маємо:

(σ(a))∗(ϕ(x)) = ((σ(b1))∗(σ(a2))∗ . . . (σ(a(r−1)))∗(σ(ar))∗)(ϕ(x)) =

= ((σ(a2))∗ . . . (σ(a(r−1)))∗(σ(ar))∗)(ϕ(b1∗(x))) = . . .

= (σ(ar))∗(ϕ(b1∗a2∗ . . . a(r−1)∗(x))) = ϕ(b1∗a2∗ . . . a(r−1)∗ar∗(x)) = ϕ(a∗(x)).

3. Єдинiсть ϕ. Припустимо, що для деякої пiдстановки ϕ ∈ ⊕ki=1SNi
σ(a) ∼ aϕ для

всiх a з T. Тодi aϕ ∼ aϕ для всiх a з T. Зокрема, (asi )ϕ ∼ (asi )
ϕ i (bs)ϕ ∼ (bs)ϕ для всiх

asi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k − 1, i bs ∈ B. А це означає, що (asi )
ϕ
∗ = (asi )

ϕ
∗ , (b

s)ϕ∗ = (bs)ϕ∗ для всiх
asi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k − 1, i bs ∈ B. Звiдси ϕ(xsi ) = ϕ(xsi ) для всiх xsi ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ k. Отже,
ϕ = ϕ.
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Лема 12. Нехай σ ∈ Aut(T ), а пiдстановка ϕ ∈ ⊕ki=1SNi
та множини Ai, 1 ≤ i ≤ k − 1,

B такi ж, як у лемi 11. Рiвнiсть ϕ = {e} справедлива тодi i тiльки тодi, коли σ(a) ∼ a
для всiх a з T .

Доведення. Якщо ϕ = {e}, то σ(a) ∼ aϕ = a для всiх a з T. Припустимо, що σ(a) ∼ a
для всiх a з T . Тодi (σ(asi ))∗ = asi∗ i (σ(bs))∗ = bs∗ для всiх asi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k− 1, i bs ∈ B.
Звiдси i з побудови вiдображення ϕ маємо: ϕ(xsi ) = xsi , x

s
i ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ k.

Лема 13. Нехай a, b ∈ T, σ ∈ Aut(T ). Тодi

a ∼ b⇒ σ(a) ∼ σ(b).

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з лем 4 i 11.

Лема 14. Група ⊕D
i∈ISMi

є нормальною пiдгрупою в Aut(T ).

Доведення. Спочатку покажемо, що ⊕D
i∈ISMi

є пiдгрупою групи Aut(T ). Справдi, за
лемою 1 для довiльних π ∈ ⊕D

i∈ISMi
i a, b ∈ T

π(a)π(b) = (π(a))∗(π(b))∗ = a∗b∗ = ab = π(ab).

Тепер покажемо, що ⊕D
i∈ISMi

/ Aut(T ). Виберемо довiльнi σ ∈ Aut(T ), π ∈ ⊕D
i∈ISMi

i a ∈ T. З леми 2 випливає, що σ−1π(a) ∼ σ−1(a). Звiдси i з леми 13 одержуємо:

σ−1πσ(a) ∼ σ−1σ(a) = a.

Отже, σ−1πσ ∈ ⊕D
i∈ISMi

.

4. Доведення теореми 2. Досить показати, що Aut(T )/ ⊕D
i∈I SMi

= ⊕ki=1SNi
i за-

стосувати твердження 1 i лему 14.
Нехай σ ∈ Aut(T ). З леми 11 випливає, що iснує єдине ϕ = ϕσ з ⊕ki=1SNi

таке, що
рiвнiсть (σ(a))∗ = ϕ−1σ a∗ϕσ виконується для кожного a ∈ T. Визначимо вiдображення
I : Aut(T ) → ⊕ki=1SNi

, за допомогою рiвностi I(σ) = ϕσ для кожного σ ∈ Aut(T ).
Виберемо довiльнi σ1, σ2 ∈ Aut(T ). Тодi (σ1σ2(a))∗ = ϕ−1σ1σ2a∗ϕσ1σ2 . З iншого боку,

(σ1σ2(a))∗ = (σ2(σ1(a)))∗ = ϕ−1σ2 (σ1(a))∗ϕσ2 = ϕ−1σ2 ϕ
−1
σ1
a∗ϕσ1ϕσ2 .

Отже, ϕσ1σ2 = ϕσ1ϕσ2 , i I — гомоморфiзм. Крiм того, з леми 12 випливає, що KerI =
⊕D
i∈ISMi

.
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