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In the terms of the �-�lters of principal closed sets, we describe the lattice of left
ideals of a ring which is the ultraproduct of family of Bezout V -domain.

� ¯®¬­¨¬, çâ® V -ª®«ìæ®¬ ­ §ë¢ ¥âáï  áá®æ¨ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨­¨æ¥©, ­ ¤
ª®â®àë¬ ¢á¥ ¯à®áâë¥ «¥¢ë¥ ¨ ¢á¥ ¯à®áâë¥ ¯à ¢ë¥ ¬®¤ã«¨ ï¢«ïîâáï ¨­ì¥ªâ¨¢-
­ë¬¨ [6].

� ¬®­®£à ä¨¨ [14] áä®à¬ã«¨à®¢ ­  ¯à®¡«¥¬ : ¡ã¤¥â «¨ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨¥ áç¥â­®£® á¥¬¥©áâ¢  íª§¥¬¯«ïà®¢ V -®¡« áâ¨ �®©ä¬ ­ -�®§§¥­á  ®â­®á¨-
â¥«ì­® áç¥â­®-­¥¯®«­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«
V -®¡« áâìî? � ª ¨§¢¥áâ­®, �¨å«¥à ¨ �¨«ìï¬ ©®à [20] ¤®ª § «¨, çâ® ãá«®¢¨¥
¡ëâì «¥¢ë¬ V -ª®«ìæ®¬ íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ® ª ¦¤ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ª®«ìæ 
ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢,   íâ® íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã,
çâ® à ¤¨ª « �¦¥ª®¡á®­  ª ¦¤®£® «¥¢®£® ¬®¤ã«ï ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢ë¬. �®íâ®¬ã
à¥è¥­¨¥ ¯à®¡«¥¬ë â®à¬®§¨«®áì ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ®¡ ¨¤¥ « å ¢ ã«ì-
âà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ª®«¥æ. �¥ª®â®àë¥ ­¥§­ ç¨â¥«ì­ë¥ ä ªâë ® ¯à®áâ¥©è¨å ¨§
â ª¨å ¨¤¥ «®¢ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [18], [26]. �­ä®à¬ æ¨î ®¡ ¨¤¥ « å ¢ ã«ìâà ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨ïå ¯®çâ¨ ª®«¥æ á ãá«®¢¨¥¬ ®¡àë¢  ã¡ë¢ îé¨å æ¥¯¥© ¨¤¥ «®¢ ¬®¦­®
¨§¢«¥çì ¨§ à ¡®âë [15]. � ¨¡®«¥¥ ¯®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¨¤¥ «®¢ ¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨ïå ª®«¥æ  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« ¯®«ãç¨« �. �¥à«¨­ [10]. �¢â®àã ­¥¨§¢¥áâ­ 
­¨ ®¤­  à ¡®â , £¤¥ ¡ë ®¯¨áë¢ «¨áì «¥¢ë¥ ¨«¨ ¯à ¢ë¥ ¨¤¥ «ë ¢ ã«ìâà ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨ïå (ã«ìâà áâ¥¯¥­ïå) ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª®«¥æ. �¡à â¨¢ ¢­¨¬ ­¨¥ ­ 
­¥ª®â®àãî  ­ «®£¨î ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®«¥æ á ª®«ìæ ¬¨ äã­ªæ¨©, §  ¬®-
¤¥«ì ¯®¤å®¤  ª ®¯¨á ­¨î à¥è¥âª¨ ¨¤¥ «®¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®«¥æ  ¢â®à
¢§ï« â¥®à¨î ¨¤¥ «®¢ ª®«¥æ ¬¥à®¬®àä­ëå äã­ªæ¨©, ¯®áâà®¥­­ãî �«¨­£®¬ [7].
�®áâà®¥­­®¥ ¢ à ¡®â¥ ®¯¨á ­¨¥ «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢
¤ «® ¢®§¬®¦­®áâì ¤®ª § âì, çâ® ª ¦¤ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ \áç¥â­®©" ã«ìâà áâ¥-
¯¥­¨ ª®«ìæ  �®©ä¬ ­ -�®§§¥­á  ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥£« ¢­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ­ ¤
¬­®¦¥áâ¢®¬ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢ 
¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢. �â¬¥â¨¬, çâ® â¥å­¨ª  ¯®áâà®¥­¨ï ¨¤¥ «®¢ ¢
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ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå ®¡« áâ¨ �®§§¥­á -�®©ä¬ ­  ¡¥§ ®á®¡ëå ¨¤¥©­ëå âàã¤-
­®áâ¥© ¯¥à¥­®á¨âáï ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­ëå ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®«¥æ. �®
 ¢â®à ®áâ ­®¢¨«áï ­  ¨§«®¦¥­¨¨ à¥§ã«ìâ â  ¢ ç áâ­®¬ á«ãç ¥, ¯®áª®«ìªã íâ®
ã¯à®é ¥â ¨§«®¦¥­¨¥. �â¬¥â¨¬, çâ® ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ª« áá å
ª®«¥æ à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¥é¥ ¢ à ¡®â å [5], [8], [17], [18], [23], [24].

�ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâì àï¤  ª« áá®¢ ª®«¥æ ãáâ ­®¢¨« �. �®­ [12]. �à¥¤¨ ­¨å
ª« áá ª®«¥æ, ¢ ª®â®àëå ª ¦¤ë© ­¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥­â ¨¬¥¥â «¥¢ë©  â®¬­ë©
¤¥«¨â¥«ì. �â® ãá«®¢¨¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¨¤¥ «®¢ ¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨ïå ®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢. � àï¤¥ à ¡®â ã«ìâà ¯à®§¢¥¤¥­¨ï ­ã¦­ë ¯à¨
¯®áâà®¥­¨¨ ª®­âà¯à¨¬¥à®¢ ª ¨§¢¥áâ­ë¬ £¨¯®â¥§ ¬ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [11]).

�ë ®â¬¥â¨«¨ â®«ìª® â¥ à¥§ã«ìâ âë, ª®â®àë¥ áâ®ïâ ¡«¨¦¥ ¢á¥£® ª à¥§ã«ì-
â â ¬  ¢â®à . � ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï áâà®¥­¨¥ «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ¢
ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå V -®¡« áâ¥© �¥§ã ®â­®á¨â¥«ì­® áç¥â­®-­¥¯®«­®£® ã«ìâà -
ä¨«ìâà . �á®¡® ¢ë¤¥«ï¥âáï á«ãç © ®¡« áâ¥© £« ¢­¨å ¨¤¥ «®¢. �â ª, ¤ ­­ãî
à ¡®âã ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯®¤£®â®¢¨â¥«ì­ãî ¯® ®â­®è¥­¨î ª à ¡®â¥
[4], £¤¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­® à¥è ¥âáï ¯à®¡«¥¬  �®§§¥­á -�¥©á , ®â¬¥ç¥­­ ï ¢ëè¥.
�á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë (�¥®à¥¬  14)  ­®­á¨à®¢ ­ ¥é¥ ¢ 1991
£®¤ã [3]. �­ ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® à¥è¥âª  «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï á¥-
¬¥©áâ¢  V -®¡« áâ¥© �¥§ã ®â­®á¨â¥«ì­® áç¥â­®-­¥¯®«­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ­ ¤
¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨­¤¥ªá®¢ ¨§®¬®àä­  à¥è¥âª¥ ¤¥«ìâ -ä¨«ìâà®¢ £« ¢­ëå § ¬ª­ã-
âëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢ «¥¢®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®¬ á¯¥ªâà¥ ª®«ìæ -ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï.

§1 �¡é¨¥ § ¬¥ç ­¨ï ®¡ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå ª®«¥æ ¨ ¬®¤ã«¥©.

�ãáâì 
 { ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã-
¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ¨­¤¥ªá®¢. �®¯ãáâ¨¬, çâ® D { ­¥£« ¢­ë©
ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ 
 ¨ {Ai}i∈
 { ­¥ª®â®à®¥ á¥¬¥©áâ¢®  áá®æ¨ -
â¨¢­ëå ª®«¥æ á ¥¤¨­¨æ¥©. �ãáâì A1 =

∏
i∈
Ai. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  r =

(ri)i∈
 ∈ A1 ¯®«®¦¨¬ �(r) = {i ∈ 
|ri = 0}. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® S = {r ∈
A1|�(r) ∈ D} ï¢«ï¥âáï ¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ A1. � ªâ®à-ª®«ìæ® A1/S
­ §ë¢ ¥âáï ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  ª®«¥æ {Ai}i∈
 ®â­®á¨â¥«ì­® ã«ì-
âà ä¨«ìâà  D ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ (

∏
i∈
Ai)/D. �á«¨ D { ­¥ ã«ìâà ä¨«ìâà,  

â®«ìª® ä¨«ìâà ­ ¤ 
, â® íâ® ä ªâ®à-ª®«ìæ® ­ §ë¢ ¥âáï ä¨«ìâà®¢ ­­ë¬ (¨«¨
à¥¤ãæ¨à®¢ ­­ë¬) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  ª®«¥æ {Ai}i∈
 ®â­®á¨â¥«ì­® ä¨«ì-
âà  D.

�¡é¨¥ á¢®©áâ¢  ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨ ä¨«ìâà®¢ ­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¬®¦­o
­ ©â¨ ¢ â ª¨å à ¡®â å [5], [8], [17], [18], [19].

� á«ãç ¥, ¥á«¨ Ai = A { ®¤­® ¨ â® ¦¥ ª®«ìæ® ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
, â® £®¢®àïâ
®¡ ã«ìâà áâ¥¯¥­¨ ª®«ìæ  A ®â­®á¨â¥«ì­® ã«ìâà ä¨«ìâà  D (¨«¨ ¦¥ ®¡ ä¨«ì-
âà®¢ ­­®© áâ¥¯¥­¨, ¥á«¨ D { â®«ìª® ä¨«ìâà). �®­áâàãªæ¨ï ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨ï ¢¯¥à¢ë¥ à áá¬ âà¨¢ « áì �®á¥¬ [19] ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ à §­ëå í«¥¬¥­â à­®-
íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¬®¤¥«¥©. �å à®«ì ¢ â®¬, çâ® ¬­®£¨¥ â¥®à¥â¨ª®-¬®¤¥«ì­ë¥ á¢®©-
áâ¢  ¬®¤¥«¥© í«¥¬¥­â à­ëå â¥®à¨© ®¯¨áë¢ îâáï ­  ï§ëª¥ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨©. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ «î¡®¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ï§ëª  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨áâ¨­­®
­  ª ¦¤®© ª®¬¯®­¥­â¥, â® ®­® ¨áâ¨­­® ¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨¨ íâ¨å ª®¬¯®­¥­â. �  íâ®¬ íää¥ªâ¥ «¥£ª® áâà®ïâáï à §­ë¥ ­¥áâ ­¤ àâ­ë¥
¬®¤¥«¨ ª« áá¨ç¥áª¨å â¥®à¨©, ¢ ç áâ­®áâ¨,  à¨ä¬¥â¨ª¨ �¥ ­®, â¥®à¨¨ ¢¥é¥-
áâ¢¥­­®§ ¬ª­ãâëå ¯®«¥© ¨ â.¤. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤ -
îâ ¢®§¬®¦­®áâì áâà®¨âì ¯à¨¬¥àë ª®«¥æ ¨ ¬®¤ã«¥©, ª®â®àë¥ âàã¤­® ¯®«ãç¨âì
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ª ª¨¬-«¨¡® ¤àã£¨¬ ¬¥â®¤®¬ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [23], [27]).
�ãáâìA =

∏
i∈
Ai/D. �á«¨ {Mi}i∈
 { c¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå ¬®¤ã«¥©, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï

i ∈ 
 Mi ï¢«ï¥âáï ¬®¤ã«¥¬ ­ ¤ Ai, â®£¤  ¬®¦­® à áá¬®âà¥âì ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨¥ M =

∏
i∈
Mi/D c¥¬¥©áâ¢  {Mi}i∈
 ®â­®á¨â¥«ì­® â®£® ¦¥ ã«ìâà ä¨«ìâà 

D, ¯® ª®â®à®¬ã áâà®¨«®áì ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ c¥¬¥©áâ¢  ª®«¥æ {Ai}i∈
. �®£¤ ,
¯®­ïâ­®, M ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ A-¬®¤ã«¥¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨©
á«®¦¥­¨ï ¨ ¯®ª®¬¯®­¥­â­®£® ã¬­®¦¥­¨ï ­  \áª «ïàë" á«¥¢ . �á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥
Mi, i ∈ 
, ¢§ïâì «¥¢ë© (¯à ¢ë©, ¤¢ãáâ®à®­­¨©) ¨¤¥ « ª®«ìæ  Ri, â® ¯à¨å®¤¨¬
ª ¯®­ïâ¨î ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï «¥¢ëå (¯à ¢ëå, ¤¢ãáâ®à®­­¨å) ¨¤¥ «®¢. �®ç-
­¥¥, ¥á«¨ {Ii}i∈
 { c¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå (¯à ¢ëå, ¤¢ãáâ®à®­­¨å) ¨¤¥ «®¢, ¯à¨ç¥¬ Ii
ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬, ¤¢ãáâ®à®­­¨¬) ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ  Ri, â® I =

∏
i∈
 Ii/D

â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬, ¤¢ãáâ®à®­­¨¬) ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ  R. � ¯®í«¥-
¬¥­â­®© § ¯¨á¨ ¨¬¥¥¬

I = {a = (ai)i∈
 | ∀i ∈ 
, ai ∈ Ii} = {a ∈ A | ∃U ∈ D, ∀i ∈ U, ai ∈ Ii}.

�®íâ®¬ã

I = (
∏
i∈


Ii)/D ̸= 0

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® U = {i ∈ 
 | Ii ̸= 0} ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
ã«ìâà ä¨«ìâàã D. �â¬¥â¨¬, çâ® §¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ç¥àâ®çª  ­ ¤ í«¥¬¥­-
â®¬ ®¡®§­ ç ¥â ¥£® ®¡à § ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®£® ­ «®¦¥­¨ï ª®«ìæ  ­ 
ä ªâ®à-ª®«ìæ®.

�¥¢ë¥ (¯à ¢ë¥, ¤¢ãáâ®à®­­¨¥) ¨¤¥ «ë ª®«ìæ  R, ®¡« ¤ îé¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥-
­¨¥¬ I = (

∏
i∈
 Ii)/D ­ §®¢¥¬ ®á­®¢­ë¬¨ «¥¢ë¬¨ (¯à ¢ë¬¨, ¤¢ãáâ®à®­­¨¬¨)

¨¤¥ « ¬¨ ª®«ìæ  R á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �á­®, çâ® áã¬¬ , ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥, ¨ ç áâ­®¥
®â ¤¥«¥­¨ï ®á­®¢­®£® ®¤­®áâ®à®­­¥£® ¨«¨ ¤¢ãáâ®à®­­¥£® ¨¤¥ «  ­  í«¥¬¥­â
ª®«ìæ  R á­®¢  ï¢«ï¥âáï ®¤­®áâ®à®­­¨¬ ¨«¨ ¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ®á­®¢­ë¬ ¨¤¥ «®¬
ª®«ìæ  R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®á­®¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  A
ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®àï¤ª  ¢ª«îç¥­¨ï. �âã à¥è¥âªã ®¡®§­ ç¨¬
ç¥à¥§ L(oc)(A). �­  ï¢«ï¥âáï ¯®¤à¥è¥âª®© à¥è¥âª¨ L(A) ¢á¥å «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢
ª®«ìæ  A. � á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢á¥ ª®«ìæ  Ai ï¢«ïîâáï «¥¢ë¬¨ ª®«ìæ ¬¨ �¥§ã, à¥-
è¥âª  L(oc)(A) á®¤¥à¦¨â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤à¥è¥âª¨ à¥è¥âªã £« ¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥-
 «®¢ ª®«ìæ  A, ¯®áª®«ìªã ª ¦¤ë© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ A ï¢«ï¥âáï
®á­®¢­ë¬. �¥è¥âª  L(A) ­ ¬­®£® è¨à¥ à¥è¥âª¨ L(oc)(A), ­® ¯®á«¥¤­ïï ï¢«ï-
¥âáï \¯«®â­®©" ¢ ¯¥à¢®©, ¢ â®¬ ¯®­¨¬ ­¨¨, çâ® ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨§ L(A) ¬®¦­®
¯®áâà®¨âì (­¥ª®â®àë¬ ®¡à §®¬) ¨áå®¤ï ¨§ í«¥¬¥­â®¢ à¥è¥âª¨ L(oc)(A).

�à¨¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ àï¤  ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©, ç áâì ª®â®-
àëå ¨¬¥¥â ä®«ìª«®à­ë© å à ªâ¥à.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥¬¥©áâ¢  ª®«¥æ {Ai}i∈
, «î¡®£® ­¥-
£« ¢­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  D ­ ¤ 
, ¨ «î¡®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® á¥¬¥©áâ¢  «¥¢ëå
(¯à ¢ëå, ¤¢ãáâ®à®­­¨å) ¨¤¥ «®¢ {Ii}i∈
, £¤¥ Ii ∈ L(Ai) ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
,
á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:
1. �¥¢ë© (¯à ¢ë©) ¨¤¥ « I = (

∏
i∈
 Ii)/D ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬

(¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ¢ A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
¬­®¦¥áâ¢® U ∈ D, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ U ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Ii ï¢«ï¥âáï
¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ  Ai.

2. �¤¥ « I = (
∏

i∈
 Ii)/D ï¢«ï¥âáï ¯¥à¢¨ç­ë¬ ¨¤¥ «®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Ii { ¯¥à¢¨ç­ë© ¨¤¥ « ª®«ìæ  Ri} ∈ D.
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3. �¥¢ë© (¯à ¢ë©) ¨¤¥ « I = (
∏

i∈
 Ii)/D ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ n-¯®à®¦¤¥­­ë¬
(n { ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥) «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ¢ R â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Ii ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ (n-¯®à®¦¤¥­­ë¬) «¥¢ë¬ (¯à -
¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ¢ Ai} ∈ D. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® n n-
¯®à®¦¤¥­­ë© «¥¢ë© (¯à ¢ë©) ¨¤¥ « ª®«ìæ  A ï¢«ï¥âáï ®á­®¢­ë¬.

4. � ¢¥­áâ¢®

I = (
∏
i∈


Ii)/D = (
∏
i∈


Ji)/D

¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Ii = Ji} ∈ D.
5. � ªá¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© (¯à ¢ë©) ¨¤¥ « ª®«ìæ  A á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë ®¤¨­

à¥£ã«ïà­ë© ä ªâ®à¨ «ì­ë© í«¥¬¥­â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­ ï¢«ï-
¥âáï £« ¢­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨
¬ë ¥£® §¤¥áì ­¥ ¯à¨¢®¤¨¬. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®­¥ç­®
¯®à®¦¤¥­­ëå «¥¢ëå (¯à ¢ëå) ¨¤¥ «®¢, ª®«¨ç¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å ª®â®àëå ­¥
®£à ­¨ç¥­® ­¨ª ª¨¬ ­ âãà «ì­ë¬ ç¨á«®¬, ­¥ ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë¬.
�­ «®£¨ç­®¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¬®¤ã«¥©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì § ¤ ­® á¥¬¥©áâ¢® {Mi}i∈
 «¥¢ëå Ai-¬®¤ã«¥©. �®£¤ 
¨áâ¨­­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:
1. �®¤ã«ì (

∏
i∈
Mi)/D ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ «¥¢ë¬ R-¬®¤ã«¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Mi ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ Ai-¬®¤ã«¥¬} ∈ D.
2. �®¤ã«ì (

∏
i∈
Mi)/D ï¢«ï¥âáï ­¥à §«®¦¨¬ë¬ R-¬®¤ã«¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Mi { ­¥à §«®¦¨¬ë© Ai-¬®¤ã«ì} ∈ D.
3. �®¤ã«ì (

∏
i∈
Mi)/D ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ (n-¯®à®¦¤¥­­ë¬) «¥¢ë¬ A-

¬®¤ã«¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Mi { æ¨ª«¨ç¥áª¨©
(n-¯®à®¦¤¥­­ë©) Ai-¬®¤ã«ì} ∈ D.

4. � ¢¥­áâ¢®

(
∏
i∈


Mi)/D = (
∏
i∈


Ni)/D

¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  U = {i ∈ 
 | Mi = Ni} ∈ D.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �¥è¥âª  L(oc)(A) ¨§®¬®àä­  à¥è¥âª¥ (
∏

i∈
 L(Ai))/D. �à¨
íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ § ¤ ­® á¥¬¥©áâ¢® {Ai}i∈
 ­¥ª®â®àëå ª®«¥æ ¨ ã«ìâà ä¨«ìâà
D ­ ¤ 
, â® ¬®¤ã«¨ ¢¨¤  (

∏
i∈
Mi)/D â ª¦¥ ­ §ë¢ îâáï ®á­®¢­ë¬¨ «¥¢ë¬¨

A-¬®¤ã«ï¬¨ ¨ ®¡à §ãîâ ¯®«­ãî ¯®¤ª â¥£®à¨î ¢ ª â¥£®à¨¨ A-mod. �âã ª â¥-
£®à¨î ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A-mod(oc). �­  íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨ (

∏
i∈
Ai)/D,

ï¢«ïîé¥©áï ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  ª â¥£®à¨© {Ai-mod}i∈
.
�®áª®«ìªã ¬ë å®â¨¬ ¯®«ãç¨âì ®¯¨á ­¨¥ à¥è¥âª¨ L(A) ¯à¨ ¯®¬®é¨ à¥è¥âª¨

L(oc)(A), â® ­ ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¨§ãç¨âì á¢®©áâ¢  ¯®á«¥¤­¥© ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­®. � ª
ª ª ¢ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ íâ® á¤¥« âì âàã¤­®, â® ®£à ­¨ç¨¬áï â¥¬ á«ãç ¥¬, ª®-
â®àë© ­¥®¡å®¤¨¬ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¯à®¡«¥¬¬ë, ãª § ­­®© ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨. �®ç­¥¥,
¯ãáâì {Ai}i∈
 { á¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥©. C®áà¥¤®â®ç¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¬ ª-
á¨¬ «ì­®¬ «¥¢®¬ ®á­®¢­®¬ á¯¥ªâà¥ LSpec(oc)A ª®«ìæ  A = (

∏
i∈
Ai)/D, â.¥.

­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ à¥è¥âª¨ L(oc)(A). �à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬
à áá¬ âà¨¢ âì £« ¢­ë¥ § ¬ª­ãâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ LSpec(oc)(A), ¯®  ­ «®£¨¨
á ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬¨ ª®«ìæ ¬¨, ¨ â¥å­¨ª®©, ¨á¯®«ì§ã¥¬®© ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ ¨¤¥ «®¢
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¢ ª®«ìæ å ¬¥à®¬®àä­ëå äã­ªæ¨© [7] ¨ ­¥áâ ­¤ àâ­ëå ª®«ìæ å æ¥«ëå  «£¥¡-
à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« [10].

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �ãáâì {Ai}i∈
 { c¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© ¨ D { ­¥-
£« ¢­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ 
. �®£¤  ª ¦¤ë© ®á­®¢­®© «¥¢ë© ¨¤¥ « ª®«ì-
æ  A = (

∏
i∈
Ai)/D ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  ®á­®¢­ëå

¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  A. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â
à¥è¥âª¨ L(oc)(A) ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì­ëå í«¥-
¬¥­â®¢, ª®â®àë¥ ¥£® ¯®ªàë¢ îâ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì I = (
∏

i∈
 Ii)/D, £¤¥ Ii { «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ Ai ¤«ï
ª ¦¤®£® i ∈ 
. �®áª®«ìªã Ai ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ V -ª®«ìæ®¬ ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
,
â® Ik = ∩j∈�k

Mk
j , £¤¥ Mk

j { ¬ ªá¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ Ak,   �k {
­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨­¤¥ªá®¢ ¤«ï ª ¦¤®£® k ∈ 
. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®
� =

∏
k∈
 �k. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® λ ∈ �, λ = (λi)i∈
 ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ®á­®¢-

­®© ¬ ªá¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « (
∏

i∈
M i
λi
)/D, ª®â®àë©, ®ç¥¢¨¤­®, á®¤¥à¦¨â

«¥¢ë© ¨¤¥ « I. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢, ¯®áâà®¥­­ëå
â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �. �ë ãâ¢¥à¦¤ ¥¬, çâ® I = ∩M∈�M. � ®¤­®©
áâ®à®­ë, I ⊆ ∩M∈�M. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ¢ª«îç¥­¨¥ ï¢«ï-
¥âáï áâà®£¨¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®àë© í«¥¬¥­â a ∈ (∩M∈�M)\I. �ãáâì
a = (ai)i∈
, £¤¥ ai ∈ Ai ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ «¥¢ë© ¨¤¥ «
I +Aa ̸= I. �ç¥¢¨¤­®, çâ®

I +Aa ⊆
∩

M∈�

M.

� ª¨¬ ®¡à §®¬ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U ∈ D, çâ® Ii + Aiai ̸= Ii ¤«ï
ª ¦¤®£® i ∈ U . � ª ª ª Ai ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ V -ª®«ìæ®¬, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨-
¬ «ì­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « N0

i ª®«ìæ  Ai, ¤«ï ª®â®à®£® Ii ⊆ N0
i , ­®

Ii +Aiai ̸⊆ N0
i .

�®«®¦¨¬ Ni = N0
i , ¥á«¨ i ∈ U ¨ Ni = M i

λ, £¤¥ λ { ¯à®¨§¢®«ì­ë© ä¨ªá¨à®-
¢ ­­ë© í«¥¬¥­â ¨§ �i, ¥á«¨ i ̸∈ U . �¥¯¥àì ¯®áâà®¨¬ ®á­®¢­®© ¬ ªá¨¬ «ì­ë©
«¥¢ë© ¨¤¥ « M = (

∏
i∈
Ni)/D, ¤«ï ª®â®à®£® I ⊆ M , ­® a ̸∈ M . �®á«¥¤­¥¥

¢¥¤¥â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á â¥¬, çâ® a ∈ ∩M∈�M . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «¥¢ë© ¨¤¥ « I
ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¢á¥å «¥¢ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ®á­®¢­ëå ¨¤¥ «®¢, ª®â®àë¥
¥£® á®¤¥à¦ â. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

�¥®à¥¬  5. � ¦¤ë© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ «¥¢ëå V -
®¡« áâ¥© ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥£« ¢­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà , ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬
¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ®á­®¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  A. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ¢á¥ á®-
¬­®¦¨â¥«¨ ¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ï¢«ïîâáï ®¡« áâï¬¨ £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢, â®
ª ¦¤ë© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ª®«ìæ  A ¡ã¤¥â ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ £« ¢­ëå ¬ ªá¨-
¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢.

§2. �¥á®ªà â¨¬ë¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢
¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå V -®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢

�§®¡à ¦¥­¨¥ «¥¢®£® ¨¤¥ «  I ª®«ìæ  A ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå
«¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ I = ∩i∈�Mi ­ §®¢¥¬ ­¥á®ªà â¨¬ë¬ (¨«¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬), ¥á«¨
¤«ï ª ¦¤®£® β ∈ � I ̸= ∩i∈�\{β} Mi.
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� ®¡« áâ¨ £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ª ¦¤ë© ­¥­ã«¥¢®© «¥¢ë© ¨¤¥ « ®¡« ¤ ¥â ­¥á®-
ªà â¨¬ë¬ ª®­¥ç­ë¬ ¨§®¡à ¦¥­¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå
¨¤¥ «®¢, [1]. � â ª®© ®¡« áâ¨ ¥áâì ¥é¥ ®¤­  ¢ ¦­ ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª  í«¥¬¥­â®¢
{ ¨å ¤«¨­ . �®¤ ¤«¨­®© í«¥¬¥­â  ¯®­¨¬ îâ ç¨á«®  â®¬®¢ ¢ «î¡®¬ ¨§  â®¬­ëå
à §«®¦¥­¨© íâ®£® í«¥¬¥­â  (á¨¬¢®«¨ç¥áª¨ l(a)). �à¨ ¨§ãç¥­¨¨ «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢
¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå ª®«¥æ ­¥®¡å®¤¨¬® ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ¯®­ïâ¨¥ ­¥áâ ­¤ àâ­®©
¤«¨­ë. �¡ëç­®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥ N0 ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ¯®«ãª®«ìæ  ­ âãà «ì­ëå
ç¨á¥« á ­ã«¥¬ (áç¨â ¥¬, çâ® 0 ∈ N0). �à®¬¥ íâ®£®, N0 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª «¨-

­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯®«ãª®«ìæ®. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Ñ0 ã«ìâà áâ¥¯¥­ì á¥¬¥©-
áâ¢  íª§¥¬¯«ïà®¢ N0, § ¨­¤¥ªá¨à®¢ ­­®£® í«¥¬¥­â ¬¨ i ∈ 
, ®â­®á¨â¥«ì­® â®-
£® ¦¥ ã«ìâà ä¨«ìâà , ¯® ª®â®à®¬ã ¡¥à¥âáï ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®«¥æ {Ai}i∈
.
�®£¤  ­¥áâ ­¤ àâ­®© ¤«¨­®© l̃(a) í«¥¬¥­â  a = (ai)i∈
 ∈ (

∏
i∈
Ai)/D ­ §®¢¥¬

­¥áâ ­¤ àâ­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® m̃ = (l(ai))i∈
, m̃ ∈ Ñ0.

�¥áâ ­¤ àâ­ ï ¤«¨­ , ª ª äã­ªæ¨ï A\{0} → Ñ0, ¨¬¥¥â â ª¨¥ ¦¥ á¢®©áâ¢ ,
ª ª ¨ ®¡ëç­ ï ¤«¨­  í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢. �ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥
¨§ íâ¨å á¢®©áâ¢. �¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª å ¢á¥å íâ¨å á¢®©áâ¢ í«¥¬¥­âë
¡¥àãâáï ¨§ A∗ = A\{0}.
�.�.1. l̃(a) = 0̃ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a ∈ U(A).

�.�.2. l̃(ab) > l̃(a) ¨ l̃(ab) > l̃(b) ⇔ a ̸∈ U(A).

�.�.3. l̃(ab) = l̃(a) + l̃(b).

�.�.4. �á«¨ Aa+Ab = Ad ¨ Aa ∩Ab = Am, â® l̃(m) = l̃(a) + l̃(b)− l̃(d).

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã N0 { «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯®«ãª®«ìæ®, â® Ñ0

{ â ª¦¥ «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯®«ãª®«ìæ® ¨ ¯®íâ®¬ã ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ¤«¨­ 
¨¬¥¥â ¥é¥ ®¤­® á¢®©áâ¢®.
�.�.5. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ a, b ∈ A∗, ¨«¨ l̃(a) ≤ l(b), ¨«¨ l̃(b) ≤ l̃(a).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. �ãáâì {Ai}i∈
 { á¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© �¥§ã, ¢
ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå «î¡®© ­¥®¡à â¨¬ë© ­¥­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ®¡« ¤ ¥â  â®¬-
­ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬, ¨ D { áç¥â­®-­¥¯®«­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ 
. �®£¤  ª ¦¤ë©
­¥­ã«¥¢®© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ A = (

∏
i∈
Ai)/D ®¡« ¤ ¥â ­¥á®ªà -

â¨¬ë¬ ¨§®¡à ¦¥­¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  «¥¢ëå £« ¢-
­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥ «®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ãç ©, ª®£¤  ®¡à §ãîé¨© í«¥¬¥­â a £« ¢­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ -
«  ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî (áâ ­¤ àâ­ãî) ¤«¨­ã, ®ç¥¢¨¤¥­. �®íâ®¬ã ¯ãáâì a = (ai)i∈

ï¢«ï¥âáï ­¥­ã«¥¢ë¬ ¨ ­¥ä ªâ®à¨ «ì­ë¬. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ç¨á¥« {l(aα) | α ∈

} ­¥ ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬. �ã¤¥¬ áâà®¨âì ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¬ ª-
á¨¬ «ì­ëå £« ¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ¬¥â®¤®¬ âà ­áä¨­¨â­®© ¨­¤ãªæ¨¨. � ª -
ç¥áâ¢¥ M0 ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© £« ¢­ë© ¬ ªá¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « Ap0,
¢ ª®â®à®¬ á®¤¥à¦¨âáï «¥¢ë© ¨¤¥ « Aa. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ã¦¥ ¯®áâà®¥­® á¥¬¥©-
áâ¢® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ {Api}i<α â ª®¥, çâ® ∩i ̸=β,i<αApi ̸=
∩i<αApi ¤«ï ª ¦¤®£® β < α ¨ Aa ⊆ ∩i<αApi. � «¥¥ ¯®áâà®¥­¨¥ ¯à®¤®«¦ ¥âáï
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
 ) �á«¨ α ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬ âà ­áä¨­¨â­ë¬ ç¨á«®¬, â® α = β0 + 1, £¤¥
β0 { ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¥ α âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«®. �á«¨ ∩i<αApi = Aa, â® ¯®áâà®-
¥­¨¥ § ¢¥àè¥­®,   ¥á«¨ ­¥â, â® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £« ¢­ë©
¬ ªá¨¬ «ì­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « M = Apα, çâ® Aa ⊆ Apα, ­® ∩i≤β0Api ̸⊆ Apα. �ç¥-
¢¨¤­®, çâ® Aa ⊆ ∩i≤αApi. �®ª ¦¥¬, çâ® ∩i ̸=β,i≤αApi ̸= ∩i≤αApi ¤«ï ª ¦¤®£®
β ≤ α. �á«¨ β = α, â® íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î. �á«¨
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¦¥ β < α, â.¥. β ≤ β0, â® ∩i ̸=β,i<αApi ⊋ ∩i<αApi ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãª-
æ¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬ áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â 0 ̸= b ∈ ∩i̸=β,i<αApi\ ∩i<α Api. �á«¨
¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® æ¥¯®çª  à ¢¥­áâ¢∩

i ̸=β,i≤α

Api = (
∩

i ̸=β,i<α

Api)
∩

Apα = (
∩
i<α

Api)
∩

Apα =
∩
i≤α

Api,

£¤¥ ªà ©­¨¥ à ¢¥­áâ¢  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¨¬¥îâ ¬¥áâ®, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ [b, pα]l ∈
∩i≤αApi,   ®âáî¤  ¨¬¥¥¬ [b, pα]l ∈ Apβ . �®íâ®¬ã [b, pβ ]l ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬

¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  [b, pα]l. � ª ª ª d ̸∈ Apβ ¨ b ̸∈ Apα, â® l̃([b, pα]l) =

l̃([b, pα]l). �âáî¤  ¯®«ãç¨¬, çâ® [b, pβ ]l = [b, pα]l (á â®ç­®áâìî ¤®  áá®æ¨¨à®¢ ­-
­®áâ¨). �®áª®«ìªã [b, pα]l ∈ ∩i≤αApi, â® [b, pβ ]l ∈ ∩i≤αApi. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
(∩i̸=β,i≤αApi) ∩ Apα = ∩i<αApi. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ®

∩
i<α Api ̸⊆ Apα.

� ª¨¬ ®¡à §®¬ ∩i ̸=β,i≤αApi ̸= ∩i≤αApi, ¨ ¯®íâ®¬ã ¢ á«ãç ¥  ) ¯®áâà®¥­¨¥, ®â-
­®áïé¥¥áï ª è £ã ¨­¤ãªæ¨¨, § ª®­ç¥­®.
¡) �ãáâì α { ¯à¥¤¥«ì­®¥ âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«®. �á«¨ ∩i<αApi = Aa, â® ¯®áâà®-
¥­¨¥ § ª®­ç¥­®. �á«¨ ¦¥ ­¥â, â® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 5 á­®¢  ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª®©
£« ¢­ë© «¥¢ë© ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¨¤¥ « Apα, çâ® ∩i<αApi ̸⊆ Apα ¨ Aa ⊆ Apα.
�®, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ∩i≤αApi ï¢«ï¥âáï ­¥á®ªà â¨¬ë¬ (¢ á«ãç ¥ ¡)), ¯à®¢¥àï-
¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬. �®áª®«ìªã á¥¬¥©áâ¢® £« ¢­ëå «¥¢ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå
¨¤¥ «®¢, ¢ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨âáï Aa, ¨¬¥¥â ä¨ªá¨à®¢ ­­ãî ¬®é­®áâì, â® ­ 
­¥ª®â®à®¬ è £¥ ¯®áâà®¥­¨ï ¯®«ãç¨¬ Aa = ∩i<α0

Api ¨ íâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ­¥á®-
ªà â¨¬®. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬¥â¨¬, çâ® ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢ �à¥¤«®¦¥­¨¨ 6 ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì
¨§ «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª®â®àëå à ¢-
­® Aa. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¨§ á®ªà â¨¬®£® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¢á¥£¤  ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì
­¥á®ªà â¨¬®¥, ¢ë¡à áë¢ ï "«¨è­¨¥" ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ «¥¢ë¥ ¨¤¥ «ë. �â¬¥â¨¬,
çâ® ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¤«ï «¥¢®£® ¨¤¥ «  Aa ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì â®«ìª®
­¥£« ¢­ë¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ «¥¢ë¥ ¨¤¥ «ë,   ¯®íâ®¬ã £®¢®à¨âì ®¡ ®¤­®§­ ç­®áâ¨
¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢ ¢¨¤¥ ¡¥áª®­¥ç­®£® ­¥á®ªà â¨¬®£® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå
«¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ¢ ª®«ìæ¥ (

∏
i∈
Ai)/D ­¥«ì§ï. � ª á¢ï§ ­ë à §­ë¥ ­¥á®ªà â¨-

¬ë¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï £« ¢­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  ç¥à¥§ £« ¢­ë¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ «¥¢ë¥
¨¤¥ «ë ¯®ª § ­® ¢ �à¥¤«®¦¥­¨¨ 7.

�ëïá­¨¬ â¥¯¥àì, ¬®¦­® «¨ ¯®«ãç¨âì ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯¥-
à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢, ¨áå®¤ï ¨§ ­¥á®ªà â¨¬ëå ¯¥à¥á¥ç¥­¨©
ª®¬¯®­e­â ­¥ª®â®à®£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ®¡à §ãîé¥£® í«¥¬¥­â  £« ¢­®£® «¥¢®£®
¨¤¥ «  Aa.

�ãáâì a = (ai)i∈
 { ­¥­ã«¥¢®© ­¥®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥­â ª®«ìæ  A=(
∏

i∈
Ai)/D,
£¤¥ Ai { ®¡« áâì £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥á®-
ªà â¨¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ Aai = Api1 ∩Api2 ∩ ...∩Apik ¯à¨ «î¡®¬ i ∈ 
. � ä¨ªá¨-
àã¥¬ íâ¨ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¨ ­  ¨å ®á­®¢¥ ¯®áâà®¨¬ ª®­â¨­ãã¬  â®¬­ëå ¯à ¢ëå ¤¥-
«¨â¥«¥© í«¥¬¥­â  a, § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå ­¥áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ­ âãà «ì­ë¬¨ ç¨á« ¬¨

¨§ Ñ. �ãáâì ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ 
 § ¤ ­® ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® mi, 1 ≤ mi ≤ ki. �®-
£¤  ­¥áâ ­¤ àâ­®¥ ç¨á«® (mi)i∈
 ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ m̃,   ç¥à¥§ p

m̃
 â®¬ (pmi)i∈
,

ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­®, ¯à ¢ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  a. �ç¥¢¨¤­® â ª¦¥,
çâ® ¥á«¨ m̃ ̸= ñ, â® p

m̃
¨ p

ñ
{ ­¥ áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¥  â®¬ë, â® ¥áâì Ap

m̃
̸= Ap

ñ
.

�¥áâ ­¤ àâ­®¥ ç¨á«® m̃ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥áâ ­¤ àâ­ë¬ ­®¬¥à®¬  â®¬  p
m̃
.

�®­ïâ­®, çâ® ¢á¥ ­¥áâ ­¤ àâ­ë¥ ­®¬¥à  ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëè¥ ¯à ¢ëå  â®¬­ëå
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¤¥«¨â¥«¥© í«¥¬¥­â  a ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ã 1̃ ≤ m̃ ≤ k̃, £¤¥ k̃ = (ki)i∈
.
�¥¯¥àì ¢¨¤­®, çâ® ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì-
­ëå «¥¢ëå £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨á¯®«ì§ãï  â®¬­ë¥ ¤¥«¨â¥«¨ í«¥-
¬¥­â  a á ­¥áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ­ âãà «ì­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7. �ãáâì a = (ai)i∈
 { ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥­ã«¥¢®© ­¥®¡à â¨-
¬ë© í«¥¬¥­â ª®«ìæ  A = (

∏
i∈
Ai)/D, £¤¥ Ai { «¥¢ ï V -®¡« áâì £« ¢­ëå

¨¤¥ «®¢,   D { ­¥£« ¢­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ 
. �®£¤  £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ «
Aa ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ­¥á®ªà â¨¬®£® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï £« ¢­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥-
¢ëå ¨¤¥ «®¢, ®¡à §ãîé¨¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ¯à ¢ë¥  â®¬­ë¥ ¤¥«¨â¥«¨ p

m̃
í«¥¬¥­â  a á ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë¬¨ ­¥áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ m̃, ã¤®¢«¥â¢®-

àïîé¨¬¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ã 1̃ ≤ m̃ ≤ k̃.

�á«¨ l̃(a) ­¥ ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ­ âãà «ì­ë¬ ç¨á«®¬, {qk}k∈N { ¤àã-
£ ï ­¥ä¨­¨â à­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì  â®¬®¢ ª®«ìæ  A, ª®â®àë¥ â ª¦¥
¬®£ãâ ¡ëâì ¢§ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¨å ­¥á®ªà â¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â, â®
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ¯®¤áâ ­®¢ª  σ̃ ∈ S

l̃(a)
, çâ®  â®¬ë p

m̃
¨

q
σ̃(m̃)

ï¢«ïîâáï ¯®¤®¡­ë¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®­ïâ­®, çâ® Aa ⊆ ∩
1̃≤m̃≤k̃

Ap
m̃
= I. � ®¡®à®â, ¯ãáâì b ∈ I.

� áá¬®âà¨¬ â ª®© í«¥¬¥­â d, çâ® Aa+ Ab = Ad. �ç¥¢¨¤­® d ∈ I ¨ d ï¢«ï¥âáï

¯à ¢ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  a. �®íâ®¬ã l̃(a) ≥ l̃(d). �á«¨ l̃(a) > l̃(d), â® áãé¥-
áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U ∈ D, çâ® l(ai) > l(di) ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ U . �®áª®«ìªã
Ai ï¢«ï¥âáï «¥¢®© V -®¡« áâìî, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥  â®¬ë pri , 1 ≤ ri ≤ ki, çâ®

Adi ̸⊆ Apri ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ U . �ãáâì m̃ = (ri)i∈
, £¤¥ ri = 0 ¤«ï i ̸∈ U . �®£¤ 

Ad ̸⊆ Ap
m̃
,   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® Ad ⊆ I. � ª¨¬ ®¡à §®¬ l̃(a) = l̃(d),  

¯®íâ®¬ã Aa = Ad. �âáî¤  b ∈ Aa ¨ ®ª®­ç â¥«ì­® I ⊆ Aa. �ë ¤®ª § «¨, çâ®
I = Aa, â. ¥. Aa = ∩

1̃≤m̃≤k̃
Ap

m̃
= I. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® íâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

­¥á®ªà â¨¬®. �® íâ® ®ç¥¢¨¤­®, ¯®áª®«ìªã ®â¡à áë¢ ­¨¥ ª ¦¤®£® ¬ ªá¨¬ «ì-
­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  ¢¨¤  Ap

m̃
¯à¨¢®¤¨â ª ã¬¥­ìè¥­¨î ­¥áâ ­¤ àâ­®© ¤«¨­ë

®¡à §ãîé¥£® í«¥¬¥­â  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ­  ¥¤¨­¨æã. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®¡ ®¤­®§­ ç­®áâ¨. �¬¥¥¬

a = ([pi1, ..., pini ]l)i∈
 = ([qi1, ..., qini ]l)i∈
.

�®íâ®¬ã ª ¦¤ë©  â®¬ q
m̃
, ª®â®àë© ¯à¨­¨¬ ¥â ãç áâ¨¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¥£®

í«¥¬¥­â  ¢ ¤àã£®¬ ­¥á®ªà â¨¬®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ £« ¢­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  Aa
¨¬¥¥â ¢¨¤ q

m̃
= (qimi)i∈
, £¤¥ 1 ≤ mi ≤ ni. �® â®£¤  qimi ¯®¤®¡¥­ ­¥ª®â®à®¬ã

 â®¬ã pij , £¤¥ 1 ≤ j ≤ ni. �¡®§­ ç¨¬ j = σi(mi). �®£¤  í«¥¬¥­â q
m̃
¯®¤®¡¥­

 â®¬ã p
σ̃(m̃)

= (piσi(mi))i∈
. �ë ¯®«ãç¨«¨ â ªãî ­¥áâ ­¤ àâ­ãî ¯®¤áâ ­®¢ªã

σ̃ ∈ (
∏

i∈
 Sni)/D, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®  â®¬­®£® ¤¥«¨â¥«ï q
m̃
í«¥¬¥­â  a,  â®¬ë

q
m̃
¨ q

σ̃(m̃)
ï¢«ïîâáï ¯®¤®¡­ë¬¨. �¥¬ á ¬ë¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© £« ¢­ëå
¨¤¥ «®¢.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 8. �¡« áâì £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ A ï¢«ï¥âáï «¥¢®© V -®¡« áâìî
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ­¥­ã«¥¢®£® ­¥®¡à â¨¬®£® í«¥¬¥­â 
a ∈ A ¨ ª ¦¤®£® ¥£® ­¥®¡à â¨¬®£® ¯à ¢®£® ¤¥«¨â¥«ï b áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©
í«¥¬¥­â c ∈ A, çâ® Ab+Ac = A ¨ Ab ∩Ac = Aa.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A { «¥¢ ï V -®¡« áâì £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢, a ∈ A, a ̸∈
U(A), a ̸= 0. �á«¨ Aa ⊊ Ab, â® à áá¬®âà¨¬ ­¥á®ªà â¨¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ «¥¢®£®
¨¤¥ «  Aa ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï Aa = Ap1 ∩ Ap2 ∩ ... ∩ Apn, ¯à¨ç¥¬ â ª®£®, çâ®
Apk+1 ∩ ... ∩ Apn = Ab. �®£¤  Ap1 ∩ Ap2 ∩ ... ∩ Apk = Ac ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
Aa = Ab ∩ Ac. �á«¨ Ab+ Ac = Ad, â® l(a) = l(b) + l(c)− l(d),   ¯® ¯®áâà®¥­¨î
l(a) = l(b) + l(c). �®íâ®¬ã l(d) = 0 ¨ d ∈ U(A). � ª¨¬ ®¡à §®¬, Ab+Ac = A.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãª-
æ¨¨ ¯® ¤«¨­¥ ®¡à §ãîé¥£® í«¥¬¥­â  ¯à®¨§¢®«ì­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  ª®«ìæ  A.
�á«¨ l(a) = 1, â® íâ®  â®¬ ¨ Aa ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ®¤­®£® ¬ ªá¨¬ «ì-
­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ « . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ª ¦¤ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « Aa, á ãá«®¢¨¥¬
l(a) < n ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢. �®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì
¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â c ¤«¨­ë l(c) = n. �®ª ¦¥¬, çâ® Ac â ª¦¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï-
¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢. �®áª®«ìªã c ̸∈ U(A),
â® áãé¥áâ¢ã¥â  â®¬ p1, ¤«ï ª®â®à®£® c ∈ Ap1. �® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢ã¥â
í«¥¬¥­â b, â ª®©, çâ® Ap1 ∩Ab = Ac ¨ Ap1 +Ab = A. �®£¤  l(b) < n ¨ ¯®íâ®¬ã
Ab = Ap2 ∩ Ap3 ∩ ... ∩ Apn (¢ á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
Ac = Ap1 ∩Ap2 ∩ ... ∩Apn. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 8 ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï
ï§ëª  â¥®à¨¨ ª®«¥æ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .

�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï (á¬. [12]):
Dom(A): (∀x)(∀y) (x = 0 ∨ y = 0 ∨ ¬(x · y = 0) ∧ 1 ̸= 0).
Un(A): ∃z (xz = zx = 1).
Bez(A): Dom(A)∧ (∀x)(∀y)(∃z)(∃u)(∃v)(∃w)(∃t) (z = xu+ yv ∧x = zw∧ y = zt).
At(z): (∀x)(∀y) (¬Un(z) ∧ (z = x · y ⇒ Un(x) ∨Un(y)).
At(A): (∀z)(∃x)(∃y) (At(x) ∧ (Un(z) ∨ z = xy)).
Rv(A): (∀x)(∀y) (y|lx ⇒ (∃z)(yA ∩ zA = xA ∧ yA+ zA = A)).

�®á«¥¤­ïï ä®à¬ã«  âà¥¡ã¥â ®¡êïá­¥­¨©. � ¯¨áì y|lx ®§­ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥­â
y ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  x, § ¯¨áì yA ∩ zA = xA ®§­ ç ¥â, çâ® x
ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ®¡é¨¬ ¯à ¢ë¬ ªà â­ë¬ ¤«ï í«¥¬¥­â®¢ y ¨ z,   § ¯¨áì
yA+zA = A à ¢­®á¨«ì­  ¢§ ¨¬­®© ¯à®áâ®â¥ á«¥¢  í«¥¬¥­â®¢ y ¨ z. �â¨ á®ªà -
é¥­¨ï ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã« ï§ëª  â¥®à¨¨ ª®«¥æ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .

�¥¯¥àì ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® á¢®©áâ¢®, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 8 § ¯¨áë-
¢ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ Rv(A) («¥¢®áâ®à®­­ïï ¢¥àá¨ï) ¨ ¯®íâ®¬ã ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢
«î¡®¬ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢. �à®¬¥ íâ®£®,
ª ¦¤®¥ â ª®¥ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â  ªá¨®¬¥ At(A) ¨ ¬ë ­ §ë¢ ¥¬
â ª¨¥ ª®«ìæ  ª¢ §¨ â®¬­ë¬¨. �ª § ­­®¥ ¬®¦­® ¢ëà §¨âì ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤áâ¢¨ï.

�«¥¤áâ¢¨¥ 9. �ãáâì {Ai}i∈
 { á¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ -
«®¢ ¨ D { ­¥£« ¢­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ 
. �®£¤  ª®«ìæ® (

∏
i∈
Ai)/D ï¢«ï-

¥âáï ª¢ §¨ â®¬­®© ®¡« áâìî, ¢ ª®â®à®© ¢ë¯®«­ï¥âáï  ªá¨®¬  Rv(A).

�á­®, çâ®  ­ «®£¨ç­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¢¥à­® ¤«ï ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¯à ¢ëå V -
®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯à ¢®áâ®à®­­¥© ¢¥àá¨¥©  ªá¨®¬ë
Rv(A).

§3. �áâ¥áâ¢¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å «¥¢ëå
¨¤¥ «®¢ ®¡« áâ¥© �¥§ã ¨ ®¯¨á ­¨¥ à¥è¥âª¨ «¥¢ëå
¨¤¥ «®¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© á ¯®¬®éìî �-ä¨«ìâà®¢

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ A ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ì­®©  áá®æ¨ â¨¢­®© ®¡« áâìî.
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� ¯®¬­¨¬, çâ® A ­ §ë¢ ¥âáï «¥¢®© (¯à ¢®©) ®¡« áâìî �¥§ã, ¥á«¨ áã¬¬  «î-
¡ëå ¤¢ãå £« ¢­ëå «¥¢ëå (¯à ¢ëå) ¨¤¥ «®¢ ®¡« áâ¨ A ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ «¥¢ë¬
(¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬. �¡« áâì �¥§ã { íâ® «¥¢ ï ¨ ¯à ¢ ï ®¡« áâì �¥§ã. �§¢¥áâ­®,
çâ® ¢ ®¡« áâ¨ �¥§ã ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå £« ¢­ëå «¥¢ëå (¯à ¢ëå) ¨¤¥ «®¢
ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ([12]). � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ £®¢®àïâ
® ª®«ìæ¥ �¥§ã, â® ãá«®¢¨¥, ª á îé¥¥áï ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢, ¯®áâã«¨-
àã¥âáï ([6]). �®áª®«ìªã ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  «¥¢ëå (¯à ¢ëå)
ª®«¥æ (®¡« áâ¥©) �¥§ã ï¢«ï¥âáï á­®¢  «¥¢ë¬ (¯à ¢ë¬) ª®«ìæ®¬ (®¡« áâìî)
�¥§ã, â®, ¦¥« ï ®¯¨á âì à¥è¥âªã «¥¢ëå (¯à ¢ëå) ¨¤¥ «®¢ â ª¨å ª®«¥æ, ¬ë
¤®«¦­ë ç¥âç¥ ¢ëïá­¨âì ¢®§¬®¦­®áâì ¢ë¡®à  \å®à®è¨å" á¨áâ¥¬ ®¡à §ãîé¨å
íâ¨å ¨¤¥ «®¢. �¤¨­ â¨¯ â ª¨å á¨áâ¥¬ ®¡à §ãîé¨å ®¯¨áë¢ ¥â á«¥¤ãé¥¥ ¯à¥¤-
«®¦¥­¨¥.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 10. �«ï ª ¦¤®£® ­¥£« ¢­®£® «¥¢®£® (¯à ¢®£®) ¨¤¥ «  I «¥¢®©
(¯à ¢®©) ®¡« áâ¨ �¥§ã A áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãé¨å {ai}i∈[0;α0),
£¤¥ α0 { ¯à¥¤¥«ì­®¥ âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«®, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®-
¢¨ï:
�.�.�.1. �«ï ª ¦¤®£® ­¥¯à¥¤¥«ì­®£® β ∈ [0, α0) í«¥¬¥­â aβ ï¢«ï¥âáï á®¡-
áâ¢¥­­ë¬ ¯à ¢ë¬ («¥¢ë¬) ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  aβ−1.
�.�.�.2. �«ï ª ¦¤®£® ¯à¥¤¥«ì­®£® β ∈ [0;α0) í«¥¬¥­â aβ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­-
­ë¬ ¯à ¢ë¬ («¥¢ë¬) ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  a0.
�.�.�.3. α0 ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ¯à¥¤¥«ì­ë¬ âà ­áä¨­¨â­ë¬ ç¨á«®¬, ¤«ï
ª®â®à®£® áãé¥áâ¢ã¥â á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å ¨¤¥ «  I, § ­ã¬¥à®¢ ­­ ï âà ­á-
ä¨­¨â­ë¬¨ ç¨á« ¬¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ ¨­â¥à¢ «ã [0;α0) ¨ ®¡« ¤ îé ï á¢®©-
áâ¢ ¬¨ �.�.�.1 ¨ �.�.�.2.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å «¥¢®£® (¯à ¢®£®) ¨¤¥ «  I ®¡« áâ¨ �¥§ã
A ­ §ë¢ ¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­®©, ¥á«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ �.�.�.1, �.�.�.2,
�.�.�.3 ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 10.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 10. �ãáâì β0 { âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«®, ®¯à¥¤¥-
«¥­­®¥ ­¥ª®â®àë¬ ¯®«­ë¬ ¯®àï¤ª®¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â®¢ ª®«ìæ  A. � á-
á¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥£« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « I ¢ A. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë©
­¥­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â a0 ∈ I. �®£¤  I ̸= Aa0. �«¥¬¥­â a0 ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¯¥à¢ë¬
¢ á¨áâ¥¬¥ ®¡à §ãîé¨å, ª®â®àãî ¬ë áâà®¨¬. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®-
à®£® âà ­áä¨­¨â­®£® ç¨á«  α ∈ [0;β0) ¤«ï ª ¦¤®£® β ∈ [0;α) í«¥¬¥­â aβ ∈ I
á¥¬¥©áâ¢  ®¡à §ãîé¨å ã¦¥ ¢ë¡à ­, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï á¥¬¥©áâ¢  {ai}i∈[0,α) ¢ë¯®«-
­ïîâáï ãá«®¢¨ï �.�.�.1 ¨ �.�.�.2. �á«¨ «¥¢ë© ¨¤¥ « Iα, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¢á¥¬¨
í«¥¬¥­â ¬¨ aβ , β < α á®¢¯ ¤ ¥â á I, â® ¬ë ã¦¥ ¨¬¥¥¬ ­ã¦­ãî ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî
á¨áâ¥¬ã ®¡à §ãîé¨å. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® I ̸= Iα ¨ çâ® α ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì-
­ë¬ âà ­áä¨­¨â­ë¬ ç¨á«®¬. �®­ïâ­®, çâ® Iα ⊂ I ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥­ã«¥¢®©
í«¥¬¥­â b ∈ I\Iα. � áá¬®âà¨¬ «¥¢ë© ¨¤¥ « Aa0 + Ab, ï¢«ïîé¨©áï £« ¢­ë¬
(¨¡® ª®«ìæ® A ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ �¥§ã), ¨ ¢®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  aα ®¤¨­
¨§ ®¡à §ãîé¨å íâ®£® £« ¢­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ « . �á«¨ α ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬
âà ­áä¨­¨â­ë¬ ç¨á«®¬, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ aα ¢®§ì¬¥¬ í«¥¬¥­â d, ®¯à¥¤¥«ïîé¨©áï
à ¢¥­áâ¢®¬ Ad = Aaα−1 + Ab. �®áª®«ìªã ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å
­¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¬®é­®áâì ¡®«ìèãî ¬®é­®áâ¨ ª®«ìæ , â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«® α0 ≤ β0, ¤«ï ª®â®à®£®

∑
α<α0

Aaα = I, ¯à¨ç¥¬ α0 ¬®¦­®

áç¨â âì ¯à¥¤¥«ì­ë¬. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨, ¥á«¨ α0 ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬, â®
¯®¢â®à¨¬ ­ è¨ á®®¡à ¦¥­¨ï, ¨á¯®«ì§ãï â®«ìª® í«¥¬¥­âë á¥¬¥©áâ¢  {ai}i<α0

,
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­® ¯®áâà®¥­¨¥ ­ ç­¥¬ á ­ ¨¡®«ìè¥£® ¯à ¢®£® ®¡é¥£® ¤¥«¨â¥«ï í«¥¬¥­â®¢ a0 ¨
aα. �áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨ï �.�.�.3.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«® α ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® φ, ¥á«¨ áã-
é¥áâ¢ã¥â á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å {ai}i∈[0;α), ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨ �.�.�.1. ¨
�.�.�.2. �® ¤®ª § ­­®¬ã, ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å âà ­áä¨­¨â­ëå ç¨á¥«, ®¡« ¤ îé¨å
á¢®©áâ¢®¬ φ ­¥ ¯ãáâ®, ¨ ¯®íâ®¬ã á®¤¥à¦¨â ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â α0. �¥ âàã¤-
­® ¢¨¤¥âì, çâ® â¥¬ á ¬ë¬ ­ ©¤¥­® ­ã¦­®¥ α0. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬¥ç ­¨¥. �®­ïâ­®, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å «¥¢®£® ¨¤¥ «  ¢ë-
¡¨à ¥âáï ¤ «¥ª® ­¥ ®¤­®§­ ç­®. �® ®­  ï¢«ïâáï \å®à®è¥©", ¯®áª®«ìªã ¢á¥ ®¡-
à §ãîé¨¥ ï¢«ïîâáï ¯à ¢ë¬¨ ¤¥«¨â¥«ï¬¨ ®¤­®£® í«¥¬¥­â  a0. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥,
çâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  a0 ¬®¦­® ¢§ïâì ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¨¤¥-
 «  I.

�¥à­® ¡®«¥¥ á¨«ì­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥: ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  I ª®«ì-
æ  �¥§ã áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å {aα}α∈[0,α0), çâ®
¤«ï ª ¦¤®£® ¯à¥¤¥«ì­®£® β ∈ [0, α0) ¨ ª ¦¤®£® γ > β, γ ∈ [0, α0) í«¥¬¥­â aγ
ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â  aβ . � á ¬®¬ ¤¥«¥, í«¥¬¥­â a0 ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ ¤¥«¨¬®áâ¨ á¯à ¢  ­  ¢á¥ í«¥¬¥­âë aγ , γ ∈ [0, α0). �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¯à¥¤¥«ì­®£® β < β0, £¤¥ β0 { â ª¦¥ ¯à¥¤¥«ì­®¥ âà ­áä¨-
­¨â­®¥ ç¨á«® ¨§ [0, α0) á¥¬¥©áâ¢® â ª¨å ®¡à §ãîé¨å {a}α∈[0,β) ã¦¥ ¯®áâà®¥­®.
�®£¤  ­  è £¥ β0 § ¬¥­¨¬ ¢á¥ í«¥¬¥­âë aγ á ­®¬¥à ¬¨ γ ¡®«ìè¨¬¨ ç¥¬ β0
­  ¨å ­ ¨¡®«ìè¨¥ ®¡é¨¥ ¯à ¢ë¥ ¤¥«¨â¥«¨ á í«¥¬¥­â®¬ aβ0 . �à®à ¡ âë¢ ï
â ªãî ¯à®æ¥¤ãàã ­  ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå ¬¥áâ å β0, ¯®«ãç¨¬ ­ã¦­ãî ¥áâ¥áâ¢¥­-
­ãî á¨áâ¥¬ã ®¡à §ãîé¨å. � ¤ «ì­¥©è¥¬, ­¥ ¯®¤ç¥àª¨¢ ï íâ®£® ª ¦¤ë© à §,
¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å
®¡« ¤ îâ ®â¬¥ç¥­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 11. �ãáâì I ¨ J { ¤¢  ­¥­ã«¥¢ëe «¥¢ë¥ ¨¤¥ «ë ®¡« áâ¨ �¥§ã
A; {ai}i∈[0,α0) ¨ {bj}j∈[0,β0) { ¨å ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å. �á«¨
[a, b]l { ­ ¨¬¥­ìè¥¥ «¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ í«¥¬¥­â®¢ a ¨ b,   (a, b)r { ¨å ­ ¨-
¡®«ìè¨© ®¡é¨© «¥¢ë© ¤¥«¨â¥«ì, â® ¢¥à­ë ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

1. �¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ {[ai, bj ]l}i∈[0,α0),j∈[0,β0), i ≤ j, ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®©
®¡à §ãîé¨å «¥¢®£® ¨¤¥ «  I ∩ J .

2. �¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ {(ai, bj)l}i∈[0,α0),j∈[0,β0), i ≤ j, ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®©
®¡à §ãîé¨å «¥¢®£® ¨¤¥ «  I + J .

3. �ãáâì λ ∈ A, λ ̸= 0. �®£¤  ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å ¤«ï «¥¢®£®
¨¤¥ «  (I : λ) áâà®¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® [ai, λ]l =
ci ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ [0, α0) ¨ uiai = viλ, £¤¥ uiA + viA = A, i ∈ [0, α0).
�®£¤  á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ {vi}i∈[0,α0) ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å ¤«ï
(I : λ).

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï á®áâ®¨â ¢ ¯àï¬®© ¯à®¢¥àª¥ ¯ã­ªâ®¢ 1){
3), çâ® ­¥ á®áâ ¢«ï¥â ¡®«ìè®£® âàã¤ .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«ì§ãïáì á¨áâ¥¬ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å ¤«ï «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ I∩J , I+
J ¨ (I : λ) ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¨å ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å. � ª ç¥áâ¢¥
á«¥¤áâ¢¨ï ª ¯à¥¤«®¦¥­¨î 10 ¬®¦¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 12. �¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ®¡« áâ¨ �¥§ã ï¢«ï¥âáï áç¥â­®-¯®à®¦¤¥-
­­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­ ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ áç¥â­®© ¢®§-
à áâ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ £« ¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢.
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�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â ª®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ áç¥â­®£® á¥¬¥©áâ¢ 
£« ¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ á ¬® ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 13. �ãáâì A = (
∏

i∈N Ai)/D { ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ «¥¢ëå V -
®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® áç¥â­®-­¥¯®«­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà 
D ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« N. �ãáâì, ªà®¬¥ íâ®£®, {pj}∞j=0 {
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì  â®¬®¢ ª®«ìæ  A. �®£¤  «¥¢ë© ¨¤¥ « ∩∞

j=0Apj ï¢«ï¥âáï
£« ¢­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥  â®¬ë pj ï¢«ïîâáï
¯à ¢ë¬¨ ¤¥«¨â¥«ï¬¨ ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ ä ªâ®à¨ «ì­®£® í«¥¬¥­â  a ª®«ìæ 
A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ â ª¨¥ â¥å­¨ç¥áª¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: pj = (pji)i∈N, £¤¥
pij {  â®¬ ª®«ìæ  Ai ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ Uj , Uj ∈ D, ¨ ª ¦¤®£® j ∈ N. �ã¤¥¬ â ª-
¦¥ áç¨â âì, çâ® pij = 1 ¤«ï ª ¦¤®£® j ∈ N ¨ ª ¦¤®£® i ∈ N\Uj . �ãáâì {Vj}∞j=0
{ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ ã«ìâà ä¨«ìâà  D, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª®â®à®© ¯ãáâ®,
¨ ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï áâà®£® ã¡ë¢ îé¥© (áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥¬ áç¥â­®© ­¥¯®«­®âë ã«ìâà ä¨«ìâà  D). �à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® ∩∞

j=0Apj = Aa, £¤¥ a { ­¥ä ªâ®à¨ «ì­ë© í«¥¬¥­â ª®«ìæ  A. �®£¤ 
¤«ï ª ¦¤®£® ­¥­ã«¥¢®£® í«¥¬¥­â  b ∈ ∩∞

j=0Apj = Aa ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

l̃(b) ≥ l̃(a). �ãáâì a = (ai)i∈N. �®áª®«ìªã a ∈ ∩j∈NApj , â® ¬®¦­® ­ ©â¨ â -
ªãî ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {Uj}∞j=0 ¬­®¦¥áâ¢ Uj ¨§ ã«ìâà ä¨«ìâà 
D, çâ® pij |ai ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ Uj ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® j ∈ N. �®áª®«ìªã a ­¥ ï¢«ï-
¥âáï ä ªâ®à¨ «ì­ë¬, â® ∩∞

j=0Uj ∩ Vj = ∩∞
j=0Wj = ∅, £¤¥ Wj = Uj ∩ Vj . �à®¬¥

íâ®£®, ¬­®¦¥áâ¢  W ′
i = Wi\Wi+1 ­¥ ¯ãáâë ¨ ∪∞

i=0W
′
i = N. �« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ 5

áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ í«¥¬¥­âë cij ∈ Ai, i ∈ N, çâ® Aiai = Aicji ∩Aip1i ∩ ...∩Aipji
¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ W ′

j ¨ ª ¦¤®£® j ∈ N.
�ãáâì Aidi = Aicji ∩Aip1i ∩ ... ∩Aipj−1i, ¤«ï ª ¦¤®£® j ∈ N.
�®£¤  í«¥¬¥­â d = (di)i∈N ∈ A ­¥­ã«¥¢®© ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â «¥¢®¬ã ¨¤¥ «ã

∩∞
j=0Apj ; ªà®¬¥ íâ®£®, l̃(d) < l̃(a). �®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

í«¥¬¥­â a ¤®«¦¥­ ¡ëâì ä ªâ®à¨ «ì­ë¬.
�®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç­®áâì ãá«®¢¨ï ¤¥«¨¬®áâ¨ ä ªâ®à¨ «ì­®£® í«¥¬¥­â  a ∈ A

­  ¢á¥  â®¬ë pj , j ∈ N , ¤«ï â®£®, çâ®¡ë «¥¢ë© ¨¤¥ « ∩∞
j=0Apj ¡ë« £« ¢­ë¬.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ b ¯à ¢ë© ¤¥«¨â¥«ì í«¥¬¥­â  a ­ ¨¬¥­ìè¥© ¤«¨­ë áà¥¤¨ ¢á¥å
¯à ¢ëå ¤¥«¨â¥«¥© í«¥¬¥­â , ª®â®àë¥ á ¬¨ ¤¥«ïâáï á¯à ¢  ­  ¢á¥ pj , j ∈ N.
�®ª ¦¥¬, çâ® ∩∞

j=0Apj = Ab. �®áª®«ìªã ª ¦¤ë©  â®¬ pj ¤¥«¨â í«¥¬¥­â b
á¯à ¢ , â® Ab ⊆ ∩∞

j=0Apj . �ãáâì, â¥¯¥àì, c ̸= 0, c ∈ ∩∞
j=0Apj ¨ Ad = Ab + Ac.

�®£¤  d ∈ ∩∞
j=0Apj ¨ b = rd, ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r ∈ A. �á«¨ r ̸∈ U(A), â® l̃(d) <

l̃(b),   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® b ¨¬¥¥â ­ ¨¬¥­ìèãî ¤«¨­ã áà¥¤¨ ¯à ¢ëå
¤¥«¨â¥«¥© í«¥¬¥­â  b, ª®â®àë¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ∩∞

j=0Apj . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, í«¥¬¥­â
b  áá®æ¨¨à®¢ ­ á d,   íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® b ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â 
c. �®íâ®¬ã c ∈ Ab ¨ Ab = ∩∞

j=0Apj . �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬¥ç ­¨¥. �®¬¡¨­¨àãï ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 12 ¨ 13 ¢¨¤¨¬, çâ® ¤®ª § ­ â ª®© ä ªâ:
­¥­ã«¥¢ë¥ £« ¢­ë¥ ¨¤¥ «ë á ­¥ä ªâ®à¨ «ì­ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨ ¢ ã«ìâà ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨¨ áç¥â­®£® á¥¬¥©áâ¢  «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ®â­®á¨â¥«ì­®
áç¥â­®-­¥¯®«­®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ¨§®¡à ¦ îâáï ¢ ¢¨¤¥ ­¥á®ªà â¨¬®£® ¯¥à¥á¥-
ç¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ â®«ìª® ç¥à¥§ ª®­â¨­ã «ì­ë¥ á¥¬¥©áâ¢ 
â ª¨å ¨¤¥ «®¢. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢ â ª¨å ª®«ìæ å ä ªâ®à¨ «ì­ë¬¨ ï¢«ïîâáï
â¥ ¨ â®«ìª® â¥ í«¥¬¥­âë, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ áâ ­¤ àâ­ãî ¤«¨­ã.
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�¥à¥©¤¥¬ ª ®¯¨á ­¨î à¥è¥âª¨ «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï «¥¢ëå
V -ª®«¥æ �¥§ã. �ãáâì {Ai}i∈
 { á¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© �¥§ã ¨ D { ­¥£« ¢-
­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ 
. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®á­®¢­ëå ¬ ªá¨¬ «ì-

­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  A = (
∏

i∈
Ai)/D ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Lmspec(oc)(A).
� ¦¤ë© í«¥¬¥­â r ∈ A ®¯à¥¤¥«ï¥â £« ¢­®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®

V(r) = {M ∈ Lmspec(oc)(A)|r ∈ M}

¬­®¦¥áâ¢  Lmspec(oc)(A). �®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å £« ¢­ëå § ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢

¬­®¦¥áâ¢  Lmspec(oc)(A) ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ C(oc)(A). �¥¯¥àì ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ ¯®-
­ïâ¨¥ �-ä¨«ìâà  ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C(oc)(A) ¯®  ­ «®£¨¨ á â¥¬, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï
¢ á«ãç ¥ ª®«¥æ äã­ªæ¨© [7], [10], [16], [25].

�®¢®ªã¯­®áâì í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  C(oc)(A) ­ §ë¢ ¥âáï �-ä¨«ìâà®¬ ­ ¤
C(oc)(A), ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï â ª¨¥ ãá«®¢¨ï:
��.1. �«ï «î¡ëå U, V ∈ F ¬­®¦¥áâ¢® U ∩ V â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â F.
��.2. �«ï ª ¦¤®£® ¬­®¦¥áâ¢  U ∈ F ¨ ª ¦¤®£® ¬­®¦¥áâ¢  V ∈ C(oc)(A) ¨§
ãá«®¢¨ï U ⊆ V á«¥¤ã¥â, çâ® V ∈ F.
�á«¨, ªà®¬¥ íâ®£®, ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥
��.3. ∅ ̸∈ F,
â® �-ä¨«ìâà F ­ §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ �-ä¨«ìâà®¬.

� ªá¨¬ «ì­ë¥ �-ä¨«ìâàë ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C(oc)(A) ­ §ë¢ îâáï �-ã«ìâà -
ä¨«ìâà ¬¨.

�­®¦¥áâ¢® LC(oc)(A) ¢á¥å �-ä¨«ìâà®¢ ­ ¤ C(oc)(A) ï¢«ï¥âáï ç áâ¨ç­®-ã¯®-
àï¤®ç¥­­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ®â­®è¥­¨ï ¢ª«îç¥­¨ï.

� ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨, íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥-
à æ¨¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï �-ä¨«ìâà®¢ ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¢§ïâ¨ï ­ ¨¬¥­ìè¥£® �-ä¨«ìâà ,
á®¤¥à¦ é¥£® ®¡  § ¤ ­­ëå �-ä¨«ìâàë.

�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® à¥è¥âªã «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  (
∏

i∈
Ai)/D ¬®¦­® ¯®-

áâà®¨âì á ¯®¬®éìî à¥è¥âª¨ LC(oc)(A).
�â® ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â á«¥¤ãé ï â¥®à¥¬ .

�¥®à¥¬  14. �ãáâì {Ai}i∈
 { á¥¬¥©áâ¢® «¥¢ëå V -®¡« áâ¥© �¥§ã, D { ­¥£« ¢-
­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà ­ ¤ 
 ¨ A = (

∏
i∈
Ai)/D. �®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ θ : L(A) →

LC(A), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã «¥¢®¬ã ¨¤¥ «ã I ª®«ìæ  A �-ä¨«ìâà FI ,
®¯à¥¤¥«¥­­ë© à ¢¥­áâ¢®¬ FI = {V (r)|r ∈ I}, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ à¥è¥-
â®ª ¨, ªà®¬¥ íâ®£®, θ(I) ï¢«ï¥âáï �-ã«ìâà ä¨«ìâà®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  I ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ  A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡¥¤¨¬áï, çâ® FI ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï �-ä¨«ìâà®¬ ­ ¤
¬­®¦¥áâ¢®¬ C(oc)(A). �ãáâì U = V(r) ∈ FI ¨ V = V(s) ∈ FI , £¤¥ r, s ∈ I. �®£¤ 

U ∩ V = V(r) ∩ V(s) = {M ∈ Lmspec(oc)(A)|r ∈ M, s ∈ M} =

= {M ∈ Lmspec(oc)(A)|(r, s)r ∈ M} = V((r, s)r).

�®áª®«ìªã r ∈ I ¨ s ∈ I, â® (r, s)r ∈ I,   íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® V((r, s)r) ∈ FI , â.¥.
U ∩ V ∈ FI .

�«¥¤®¢ â¥«ì­®  ªá¨®¬  ��.1 ¤«ï FI ¢ë¯®«­ï¥âáï. �ãáâì, ¤ «¥¥, U ∈ FI ¨
V ∈ C(oc)(A) â ª¨¥, çâ® U ⊆ V . �®£¤  U = V(r) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r ∈ I ¨ V =
V(s) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® s ∈ A. � ª ª ª ª ¦¤ë© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ï¢«ï¥âáï
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¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ (â¥®à¥¬  5), â® As = ∩M∈V(s)M ¨
 ­ «®£¨ç­® Ar = ∩M∈V(r)M. �®áª®«ìªã V(r) ⊂ V(s), â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

∩M∈V(s)M ⊆ ∩M∈V(r)M,

¨«¨ As ⊆ Ar. �®íâ®¬ã s = tr ¤«ï ­¥ª®â®à®£® t ∈ A ¨, ¯®áª®«ìªã r ∈ I, â®
s ∈ I. �¥¬ á ¬ë¬ ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® V = V(s) ∈ FI . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ãá«®¢¨¥
��.2 â ª¦¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï. �á«¨ I ̸= A, â®∅ ̸∈ FI ¨ â®£¤  �-ä¨«ìâà FI ï¢«ï¥âáï
á®¡áâ¢¥­­ë¬.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® I ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ 
A. �®ª ¦¥¬, çâ® FI ï¢«ï¥âáï �-ã«ìâà ä¨«ìâà®¬. �á«¨ íâ® ­¥ â ª, â® áã-
é¥áâ¢ã¥â £« ¢­®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® V(r), £¤¥ r ∈ A\I, ¨¬¥îé¥¥ ­¥¯ãáâ®¥
¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á® ¢á¥¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ FI . �®£¤ , ¯®áª®«ìªã r ̸∈ I ¨ I ï¢«ï¥âáï
¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬, ¨¬¥¥¬, çâ® Ar + I = A. �ãáâì tr +m = 1, £¤¥
t ­¥ª®â®àë© í«¥¬¥­â ¨§ A,   m ∈ I. �®áª®«ìªã V(m) ∈ FI , â® á ®¤­®© áâ®à®-
­ë, V(m) ∩ V(r) ­¥ ¯ãáâ® (¢ á¨«ã ­ è¥£® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï). � ¤àã£®© áâ®à®­ë,
V(m) ∩ V(r) = V((m, r)r) = V(1) = ∅. �®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ® FI ï¢«ï¥âáï �-ã«ìâà ä¨«ìâà®¬ ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C(oc)(A).

�«ï ãáâ ­®¢«¥­¨ï ¡¨¥ªâ¨¢­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï θ ¯®áâà®¨¬ ®¡à â­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ ν : LC(A) → L(A). �«ï ª ¦¤®£® �-ä¨«ìâà  F ∈ LC(A) ¯®«®¦¨¬:

ν(F) = IF = {r ∈ A|V(r) ∈ F}.

�¡¥¤¨¬áï, çâ® IF ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ  A. �ãáâì r, s ∈ IF. �®£¤ 
V(r) ∈ F ¨ V(s) ∈ F,   ¯®íâ®¬ã V(r) ∩ V(s) ∈ F. �® V(r) ∩ V(s) = V((r, s)r),
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ (r, s)r = d ∈ IF. � ª ª ª r = td ¨ s = pd ¤«ï
­¥ª®â®àëå t, p ∈ A, â® r+ s = td+ pd = (t+ p)d ∈ IF. �ãáâì, ¤ «¥¥, s ∈ IF,   r {
¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ¨§ A. �®£¤  V(s) ∈ F,   V(rs) ⊇ V(s) ¨, ¯®  ªá¨®¬¥ ��.2
¨¬¥¥¬, çâ® V(rs) ∈ F. �®íâo¬ã rs ∈ IF. �á«¨ F { ­¥ª®â®àë© �-ã«ìâà ä¨«ìâà
­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C(oc)(A), â® F ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ª®«ìæ 
A. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì r ̸∈ IF. �®£¤  V(r) ̸∈ F,   ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â £« ¢­®¥
§ ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® V(s) ∈ F, â ª®¥, çâ® V(r) ∩ V(s) = ∅. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
Ar + As = A,   ¯®áª®«ìªã s ∈ IF, â® Ar + IF = A. � ª¨¬ ®¡à §®¬ IF ï¢«ï¥âáï
¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ «¥¢ë¬ ¨¤¥ «®¬.

�®ª ¦¥¬ ¢§ ¨¬­ãî ®¡à â¨¬®áâì ®â®¡à ¦¥­¨© θ ¨ ν. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®
«¥¢®£® ¨¤¥ «  I ª®«ìæ  A ¨¬¥¥¬:

(ν ◦ θ)(I) = ν(θ(I)) = ν({V(r)|r ∈ I}) =
= {s|s ∈ A,V(s) ∈ {V(r)|r ∈ I}} = {s ∈ A|V(s) = V(r), r ∈ I}.

�®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¡ã¤¥â ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â s ∈ A, ¤«ï ª®â®à®£®
V(s) = V(r), £¤¥ r ∈ I, á ¬ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â I, â® ¡ã¤¥â â ª¦¥ ¤®ª § ­®, çâ®
νθ(I) = I. �«ï ¯à®¢¥àª¨ ®â¬¥ç¥­­®£® á¢®©áâ¢  í«¥¬¥­â  s ¨§®¡à §¨¬ «¥¢ë¥
£« ¢­ë¥ ¨¤¥ «ë Ar ¨ As ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ®á­®¢­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¥¢ëå
¨¤¥ «®¢:

As = ∩M∈V(s)M = ∩M∈V(r)M = Ar.

�®áª®«ìªã Ar ⊆ I, â® As ⊆ I,   ¯®íâ®¬ã s ∈ I. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ν ◦ θ = 1L(A).
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�¡¥¤¨¬áï, çâ® θ◦ν = 1LC(A). �«ï íâ®£® ­ã¦­® ¤®ª § âì à ¢¥­áâ¢® θ(ν(F)) =

F ¤«ï ª ¦¤®£® �-ä¨«ìâà  F ­ ¤ C(oc)(A). �ç¥¢¨¤­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï
æ¥¯®çª  à ¢¥­áâ¢:

(θ ◦ ν)(F) = θ(ν(F)) = θ({s ∈ A|V(s) ∈ F}) = {V(r)|r ∈ {s ∈ A|V(s) ∈ F}} =
= {V(r)|V(r) = V(s),V(s) ∈ F} = {V(r)|V(r) ∈ F} = F.

�®íâ®¬ã ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬, çâ® θ = ν−1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, θ ï¢«ï¥âáï
¡¨¥ªæ¨¥© ¨ ®áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® θ á®åà ­ï¥â ®¯¥à æ¨¨ à¥è¥âª¨. �ãáâì
I, J { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ «¥¢ë¥ ¨¤¥ «ë ª®«ìæ  A. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï
æ¥¯®çª  à ¢¥­áâ¢

θ(I ∩ J) = {V(r)|r ∈ I ∩ J} = {V(r)|V(r) ∈ θ(I) ¨ V(r) ∈ θ(J)} = θ(I) ∩ θ(J).

�®íâ®¬ã θ á®åà ­ï¥â ®¯¥à æ¨î ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï. �®ç­®© ¢¥àå­¥© £à ­ìî ¤«ï «¥¢ëå
¨¤¥ «®¢ I ¨ J ï¢«ï¥âáï «¥¢ë© ¨¤¥ « I + J . �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â®¡à ¦¥­¨ï θ
¨¬¥¥¬

θ(I + J) = {V(r + s)|r ∈ I, s ∈ J}.

�ç¥¢¨¤­® â ª¦¥, çâ® θ(I) ⊆ θ(I + J) ¨ θ(J) ⊆ θ(I + J). �®íâ®¬ã �-ä¨«ìâà
θ(I + J) ï¢«ï¥âáï ¢¥àå­¥© £à ­ìî ¤«ï �-ä¨«ìâà®¢ θ(I) ¨ θ(J). �ãáâì, â¥¯¥àì
F { ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¢¥àå­ïï £à ­ì ¤«ï θ(I) ¨ θ(J), â® ¥áâì, ¯ãáâì F ⊇ θ(I) ¨
F ⊇ θ(J). �®ª ¦¥¬, çâ® θ(I + J) ⊆ F. �á«¨ íâ® ­¥ â ª, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥
í«¥¬¥­âë r0 ∈ I ¨ s0 ∈ J , çâ® V(r0 + s0) ̸∈ F. �®

V(s0) ∩ V(r0) ∈ F,

¯®áª®«ìªã
V(s0) ∈ θ(J) ⊆ F ¨ V(r0) ∈ θ(I) ⊆ F.

�ç¨âë¢ ï, çâ®
V(r0) ∩ V(s0) = V((r0, s0)r) ⊆ V(r0 + s0),

¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, θ(I + J) = θ(I) ∨ θ(J), £¤¥ §­ ª ∨
®§­ ç ¥â ®¯¥à æ¨î ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¢ à¥è¥âª¥ LC(A). �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 15. �ãáâì I { «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ A = (
∏

i∈
Ai)/D ¨
{aα}α∈[0;α0) { ­¥ª®â®à ï ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å íâ®£® «¥¢®£® ¨¤¥-
 « . �®£¤  á¥¬¥©áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢ {V(aα)}α∈[0;α0) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �-ä¨«ìâà 
θ(I).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬ ­ã¦­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® V(r), r ∈ I,
á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®à®¥ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ V(aα). �® íâ® ®ç¥¢¨¤­®, ¯®áª®«ìªã áãé¥-
áâ¢ã¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥ âà ­áä¨­¨â­®¥ ç¨á«® β ∈ [0;α), â ª®¥, çâ® r = taβ . �®£¤ 
¯®­ïâ­®, çâ® V(aβ) ⊆ V(r). �®ª § â¥«ìáâ¢® § ª®­ç¥­®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 16. � ¦¤ë© �-ä¨«ìâà à¥è¥âª¨ LC(A) ®¡« ¤ ¥â ¡ §¨á®¬, ¢á¥
í«¥¬¥­âë ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ £« ¢­®£®
§ ¬ª­ãâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

� � � � � � � � � �
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